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1 Uvod

Del obveznosti pri predmetu Matematiéno modeliranje v tekocem letu je izdelava
projektne naloge. Pri tem imamo na voljo dve nalogi: tezjo in lazjo. Zase sem
izbral tezjo nalogo, pri kateri moramo napisati program, ki bo izracunal krivuljo,
ki jo opise pes, ki lovi lastnika.

2 Povzetek

Podrobneje si pogledamo gibanje po kroznici in opazujemo vpliv razli¢nih spre-
menljivk na c¢as ulova pri zastavljenem problemu. Za problem pokazemo tudi
zapletene povezave med spremenljivkami. Pri gibanju po premici predstavimo
numeric¢ne rezultate in intuitivno resitev problema iz vidika hitrosti, resitev pa
poiséemo tudi analiti¢no, saj gre za preprosto gibanje. Pri obeh numeri¢no po-
iS¢emo tudi optimalen t;. Dalje obravnavamo posevno spiralo in predstavimo
reSevanje problema z reparametrizacijo, kar uporabimo tudi na Lissajousovi kri-
vulji, za katero s pridobljenim znanjem pravilno prilagodimo parametre, da do
ulova pride prej, kot v originalnem primeru. Delo uporablja podatke iz [1, 2, 3,
4, 5].

3 Predstavitev naloge

Nalogo najlazje razumemo preko prispodobe psa, ki lovi svojega lastnika oziroma
obratno. Naj bo I C R interval in ¢ : I — R? vsaj C'' parametrizacija gibanja
psa. Pes zeli slediti svojemu lastniku in mu sledi po naslednjem nacelu: v vsakem
trenutku se bo lastnik premikal proti tocki v prostoru, v kateri bi se lastnik
nahajal, ¢e bi se premikal premocrtno in bi njegovo gibanje trajalo t; casa.
Hitrost psa je ob nekem ¢asu ¢t € I torej usmerjena proti tocki ¢(t) + tx - ¢'(t).
Dolo¢iti moramo krivuljo p : I — R2, po kateri se giblje pes. Pri tem je
pomembno izpostaviti, da v nalogi nimamo nobenih omejitev glede velikosti
hitrosti tako psa kot tudi lastnika. Pogoji so podani zgolj na njuni smeri. To
pomeni, da imamo veliko svobode glede velikosti, kar bo vplivalo tudi na iskano
krivuljo p(t).

Tematsko lahko nalogo povzamemo kot iskanje sledilne krivulje (ang. pursuit
curves), kar spada v podrocje sledilne analize (ang. pursuit analysis). Najbolj
osnovni primer naloge s tega prododja je iskanje krivulje, kjer se lovec (pri nas
pes), usmeri proti trenutni legi plena (pri nas lastnika). Tako hitrost lovca ob
Casu t kaze kar proti ¢(t). Vidimo, da gre pri nasi nalogi za nadgradnjo origi-
nalnega problema. Kot zanimivost omenimo, da se je podrocje zacelo razvijati
ze leta 1732, ko je Pierre Bouguer zastavil in resil problem iskanja krivulje, po
kateri se piratska ladja premika za trgovsko ladjo, ¢e se premika tako, da v
vsakem trenutku kaze proti trgovski ladji. Tak primer dobimo lahko tudi pri
nasi nalogi, ¢e le nastavimo ¢ = 0.



4 Izpeljava

Denimo, da imamo torej dve tocki, ki se gibljeta v prostoru. Oznac¢imo njuno

gibanje z ] _ [
=[] o= ]

kjer so xp,Yp, Tq,Yq seveda vse ustrezne parametrizacije gibanja prve in druge
tocke. Predpostavimo, da gibanje tocke ¢(¢) poznamo, torej imamo funkeciji
x4(t) in y4(t) in predpiSemo, da se druga tocka giblje tako, da je njena hitrost
vedno usmerjena proti tocki, kjer se bo prva tocka nahala cez t; Casa.

Na zgornji sliki je prikazan primer, kako dobimo smer hitrosti za krivuljo p(t).
Tocka T oznacuje mesto, kjer bi se ¢(t) nahajal ez t; casa. Iz slike lahko
enostavno zapisemo enac¢bo za tocko p(t). Vemo Ze, da za splosno gibanje delca
velja enacba

¢
s(t) = s(0) +/ v(r)dr. (1)
0
kjer je ©(t) hitrost delea, torej U(t) = $(t). Za naso tocko velja, da je
p(t) = (1) = A(t) + v4(t) - g

Razlika med polozajema med obema tockama je kar

A(t) = q(t) —p(t) = [ijg?] - [ZE;H N [%(t) _xp(t)] ’

torej je

500 = [a:qu) - xpu)} . [abq(t)} "

Ya() —yp(D) ] [94(t)

Dobljeno hitrost lahko tedaj upostevamo v enacbi (1) in dobimo, da je
t
76 =510) + [ 5i(0)dt =
0
t
—5(0)+ [ alt) = p(®) + d(0)s .
0

kar lahko zapisemo po komponentah kot

F,,(t)] _ {mp(o)} N /Ot [xq(t)—xp(t)+iq(t)fk dt. (2)

9p(t) yp(0) Ya(t) = yp(t) + g (t)tn



Enacbo lahko sedaj odvajamo in dobimo, da je

dp(t) = wq(t) — 2p(t) + @q(t)tr
in

Up(t) = yq(t) — yp(t) + Jg()ts-
Obe izpeljani enacbi sta linearni diferencialni enacbi prvega reda in opisujeta
gibanje druge tocke. Resitvi teh enacb bosta torej komponenti krivulje p(¢), ki
jo iS¢éemo.

Kot je bilo ze omenjeno, taksna izpeljava ne postavlja nobenih dodatnih
zahtev na velikost hitrosti, zgolj na njeno smer. Pri pregledu literature hitro
opazimo, da klasi¢ni primeri obi¢ajno zahtevajo, da je hitrost obeh krivulj kon-
stantna. Ce bi zeleli izpolniti predpostavo o konstantni velikosti hitrosti sledilne
krivulje p(t), moramo v enacbi (2) zgolj desno stran enacbe deliti z njeno normo.
Tako zagotovimo, da je velikost odvoda p(t) konstantno enaka 1, z dodatnim
mnozenjem desne strani s konstantnim faktorjem A pa lahko velikost hitrosti do
skalarja natan¢no tudi spreminjamo.

5 Resevanje v Matlabu

Za numericen del resevanja naloge uporabljamo program Matlab, v katerem
lahko enacbo (2) resimo z uporabo enega od Stevilnih vgrajenih funkcij za re-
Sevanje navednih diferencialnih enac¢b. V nasem programu uporavljamo ode45,
kateri dodamo tudi dogodek ali event. Ta dodatna nastavitev dovolj programu,
da preneha z iskanjem resive ob izpolnitvi vnaprej doloCenega pogoja. Pri tej
nalogi ta pogoj nastavimo na trk oziroma ulov: ko sta tocki ¢(t) in p(t) blizje od
neke dolocene vrednosti, program to zazna kot dogodek in preneha z resevanjem,
sicer pa iSce reSitev na podanem c¢asovnem intervalu I. Poglavitna funkcija za
reSevanje naloge tega tipa se imenuje lovi, kjer dodatno lahko izberemo mo-
Znost, da se izriSe celoteno gibanje vkljuéno z zveznico med obema tockama na
krivulji.

Na sliki 1 lahko bolje vidimo, katere informacije nam lahko delovanje pro-
grama pove. Spodnji primer prikazuje reSevanje problema za lemniskato, ki je
parametrizirana z

q(t) = 1+C::rg)(t) Slfﬁix??ﬁ)t) )

kjer smo za zaCetno tocko lastnika izbrali (0,3) ter smo hitrost lastnika nor-
malizirali s faktorjem 1.5 in upostevali tx = 1. Na sliki vidimo zveznico med
trenutnima polozajema tock, ki je oznacena z zeleno barvo. Oznacena razdalja
ustreza tudi tocki na spodnjem grafu, iz katerega razberemo, da gibanje lastnika
glede na gibanje psa postane periodicno po zacetni fazi priblizevanja. Skaliranje
hitrosti za faktor 1.5 pomeni tudi, da vecja krivulja ni presenetljiva, saj je tudi
hitrost vecja.

Taksna periodi¢nost lastnika se je pravzaprav izkazala kot izjemno pogosta,
ko smo gledali periodi¢ne parametrizacije ¢(t). Pogosto so lahko razlogi za to



razmeroma velike vrednosti t;, kjer je pojem velikosti mocno odvisen od zacetne
krivulje in zanj ne poznamo konkretne klasifikacije.
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Slika 1: Izpis programa za lemniskato

6 Dane parametrizacije

Ker je parametri¢nih krivulj ogromno in je vsaka zanimiva na svoj nac¢in, moznih
nastavitev in spremenljivk v programu pa tudi ni malo, bomo v tem poglavju
podrobneje pogledali nekaj primerov razli¢nih krivulj.



6.1 KroZnica

Zacnimo s kroznico, ki jo za dan r > 0 parametriziramo kot
_[rcos(t)
q(t) = [r sin(t)] ' (3)

Velika prednost kroznice je, da je njena parametrizacija ze parametrizacija s
konstantno velikostjo odvoda, poleg tega pa zaradi zacetka lastnika znotraj
kroga povec¢amo verjetnost, ko izbiramo na slepo, da se lastnik in pes priblizata.
Poglejmo si naslednji primer. Denimo, da je zacetna tocka lastnika v izhodiscu
ter si poglejmo, kako izgleda gibanje za vrednosti

A=1, tp=1, |p|=1 (4)

Ob iskanju resitve uporabimo toleranco za trke 0.1 in simulacijo izvajamo 4
sekund. Seveda bi se rezultati spremenili, ¢e bi povecali natanc¢nost, a lahko
vedno predpostavimo, da tako pes kot tudi lastnik nista tockasta, pa¢ pa imata
neko velikost, za ulov pa je dovolj, da se dotakneta. Na sliki 2 lahko vidimo
potek resitve. Lastnik psa ujame v ¢asu t = 3.888 s, iz grafa razdalje pa vidimo

tudi, da ne preidemo v periodi¢no gibanje lastnika, kot se je to zgodilo na sliki
1.
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Slika 2: Krozno gibanje z nastavitvami kot v (4)



Spremenimo sedaj vrednost ¢ in jo nastavimo na t; = 0.2. Na sliki 3
opazimo, da se lastnik in pes srecata prej, kot v zgornjem primeru. Sedaj je Cas
za srecanje zgolj t = 1.117 s.

Krozno gibanje s t, = 0.2
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Slika 3: Krozno gibanje s t5, = 0.2

Ali to pomeni, da manjse vrednosti ¢ ustrezajo hitrejSem srecanju? Posku-
simo sedaj s tx = 0.01 in si oglejmo rezultate na sliki 4.

Vidimo, da manjsi ¢; ne pomeni nujno hitrejSega trka. V tem primeru tréita
Sele pot = 7.778 s. Primer s tako majhnim ¢; pokaze, da je zveza med ¢asom do
trka in povezavami zapletena, zato jo nariSemo. Na sliki 5 primerjamo razli¢ne
vrednosti t in razlicne velikosti krogov ter za vsako moznost izmerimo ¢as do
trka. Na grafu lahko opazimo izjemno zanimivo obliko, kjer so najmanjsi Casi
priblizno na kroznici v vodoravni ravnini. Omenimo tudi, da za primere, ki trka
ni bilo, smo Cas nastavili na 11 sekund in s tem zagotovili polnost grafa. Problem
iskanja najbolj ustreznega Casa za dano konfiguracijo je zaradi moznosti, da do
trka sploh ne pride, zelo zahteven za numeri¢no reSevanje, saj vec¢ina algoritmov
potreuje neke vrste zveznosti v funkciji, ki jo Zelimo minimizirati. Globalni



Krozno gibanje z t, = 0.01
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Slika 4: Krozno gibanje s t; = 0.01

minimum casa, ki ga potrebujemo za trk, na zgornji mrezi, ki uposteva zgolj
vrednosti r € [0.5,2] in ¢, € [0.05,2], je t = 0.410 s pri r = 0.5 in ¢ = 0.109.
Ker tocne vrednosti 7 = 1 ni na grafu, lahko namesto minimuma za r = 1
pogledamo minimum ¢as za r = 0.9975, ki znasa t = 1.083 s za t; = 0.256.
Zgornje ugotovitve povzemimo v naslednji tabeli.

r ty Cas do trka [s] Opomba
1.0000 1.000 3.888 Zacetna nastavitev
1.0000 0.200 1.117 tr, = 0.2
1.0000 0.010 7.778 tr = 0.01
0.5000 0.109 0.410 Globalni minimum na mrezi
0.9975 0.256 1.083 Minimum za r = 1

Tabela 1: Povzetek numeriénih rezultatov za krozno gibanje.



Primerjava €asa do trka glede na t, in r - 200x200 mreza
12

Cas do trka

| 1
05 Polmer kroga

Slika 5: Primerjava ¢asa do trka, velikosti ¢; in polmera kroga

Poleg polkrozne oblike grafa je zanimivo tudi, da se vrednosti znotraj opti-
malnega polkroga dvigajo z ve¢jim polmerom kroga. Opazimo lahko tudi, da
minimalne vrednosti ne sledijo polkrozni obliki strogo, saj obstaja Se ena dolina
manjsih vrednosti. Oblike, ki jih vidimo na sliki 5 lahko utemeljimo s tem, da
se zaradi dane parametrizacije v enacbi (3) s spremnjanjem vrednosti r spremi-
nja tudi velikost hitrosti lastnika, saj je pri taki parametrizaciji hitrost ravno 7.
Vse skupaj nakazuje na kompleksno zvezo med nastavljenimi parametri za dani
primer, ki bi trejala precej veé prostora in ¢asa za raziskovanje.

6.2 Premica

Poglejmo si Se en enostaven in lahko razumljiv primer. Pri gibanju lastnika po
premici lahko ugibamo, da bo pes ulovil lastnika, ¢e bo le zacel dovolj blizu, ali
pa se premikal z dovolj veliko hitrostjo. Poglejmo parametrizacijo

q(t) = [t,0], (5)
zacetni polozaj pa naj bo recimo tocka (0, 1). Poglejmo si primer, ko je
tr =1, |p|=1, Toleranca = 10"

in simulacijo izvajamo 27 casa. Gibanje prikazuje slika 6, vidimo pa, da po
zacetni fazi priblizevanja nastopi gibanje, kjer se obe tocki premikata prakti¢no
v isto smer in z enako hitrostjo.

Obe krivulji imata namre¢ hitrost 1, kar razlozi dejstvo, da se potem njuna
medsebojna razdalja ustali blizu 0.5. Sklepamo, da bi potem z vecanjem hitrosti



Premo gibanje pri t, = 0
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Slika 6: Premo gibanje za tp = 0

psa dosegli ulov, zato poviSsamo hitrost in nastavimo |p| = 2. Gibanje potem
izgleda kot prikazuje slika 7.

Zgornji sklep je bil pravilen, saj je sedaj do trka prislo zelo zgodaj, namreé
pri ¢ = 0.569 s. Sklepamo torej, da se ob enaki medsebojni hitrosti njuna
razdalja po zacCetni fazi priblizevanja ustali in ostane konstantna v neskoncnost.
Ce je pes hitrejsi od lastnika, ga za ustrezno majhne t; ujame v konénem ¢asu,
Ce pa je pes pocasnejsi od lastnika, pa ga seveda nikol ne ujame in mu lastnik
pobegne.

Poglejmo si optimalno vrednost tx, da bo ¢as ulova ¢im hitrejsi. V ta namen
narisemo spodnji graf, na katerem vidimo, da minimum za ¢as ulova nastopi pri
vrednosti ¢t = 0.121, znasa pa t = 0.536 s. Opazimo tudi, da je graf relativno
simetri¢en okoli minimuma, ki pa je jasno definiran. Vse tocke z vrednostjo
Casa 1, so konfiguracije, kjer ulova ni bilo, vrednost 1 pa je izbrana zato, da graf
ohrani pregledno skalo. Kot vidimo na grafu velja, da pes ne ulovi lastnika za
tr > 0.22. To potrdijo tudi nadaljni preizkusi z ve¢ testnimi tockami in SirSim
naborom moznih vrednosti, a ker to spet kvari preglednost, smo se odlo¢ili
mozne vrednosti ¢t omejiti.

Omenimo tudi, da je risanje taksnih prikazov lahko ¢asovno zelo potratno,
saj lahko traja dolgo, preden se resitev izra¢una. Tak prikaz, kjer smo pogledali
le 100 moznih tock, je vseeno potreboval kar nekaj minut za izvedbo.



Cas to trka
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Slika 8: Spreminjanje ¢asa ulova zaradi ty

Pri minimumu pa zaznamo podobnost s prejsnjim primerom. Velja namrec,
da je minimum casa ulova dosezen pri razmeroma majhnih ¢;, a vendar ne pri
nicelnih oziroma skoraj nicelnih vrednostih ¢;. Iz tega sklepamo, da naiven
nacin lovljenja, ko se premikamo proti trenutni legi tarce, ni optimalen in se
splaca gledati malenkost v prihodnost, vsaj v primerih, ko so krivulje gibanja
razmeroma enostavne in je hitrost konstantna.
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Ker je gibanje po premici izjemno enostavno, lahko za ta primer celo anali-
ti¢no resimo enacbe. Sistem (2) zapiSemo po komponentah ob upostevanju dane
parametrizacije iz enac¢be (5) dobimo

T=t—x+1t

y=0-y+0
Najprej resimo enacbo za y(t) in dobimo, da je

y(t) = Ae™",

kjer A dolo¢imo iz zacetnega pogoja. Ker je y(0) = 1, je potem A = 1 in se
zato resitev za y komponento gibanja glasi kar

y(t) =e "

Za reSevanje prve enacbe lahko uporabimo variacijo konstante, ki po krajsem
rac¢unu pove, da je
z(t)=e (1 —t) +t— 1+,

kjer smo za zacetni pogoj upostevali, da je x(0) = 0. Ce nariSemo grafa nu-
mericne in analitiCne resitve se ta tudi ujemata, kar potrdi nas racun. Ker je
y(t) = e~t, takoj vidimo, da se tocki nikoli ne bosta srecali ze zaradi dejstva,
da e”! = 0 nima reive v konénem ¢éasu. Tukaj vidimo, da toleranca pri zau-
stavitvenem pogoju ne odpravi samo numeri¢nih napak, ampak tudi omogoca
ulov, ko ta analiti¢no ni mozen. Spomnimo pa se, da so krivulje lahko poljubno
zapletene, zaradi Cesar je iskanje analiti¢nih resitev pogosto nemogoce. Gibanje
po premici je v tem pogledu bolj izjema kot pravilo.

6.3 Posevna spirala

Pogljemo si primer bolj kompliciranega gibanja. Vpeljemo parametrizacijo

t+5 Cos(t)} 7 (©)

q(t) = L + 5sin(¢)

in za zacetno tocko izberemo recimo tocko (0,3). Ce sledimo nastavitvam pri
zgornjih primerih in nastavimo

|p|:1a tk:]-v

ter pustimo, da gibanje traja 67 sekund, dobimo gibanje na sliki 9.
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Gibanje po spirali
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Slika 9: Gibanje po spirali

Vidimo, da oddaljenost narasca s ¢asom, saj je hitrost psa omejena na 1,
medtem ko hitrost lastnika nima nobenih omejitev. V prejsnjih dveh prime-
rih je bila tudi ta konstantno enaka 1, saj smo izbrali take parametrizacije.
Parametrizacija v enacbi (6) je tudi delno periodi¢na v smislu, da se zanke po-
navljajo. Zato, podobno kot pri krozenju, postane gibanje psa tudi periodi¢no
po zacetni fazi priblizevanja. To vidimo na spodnjem grafu na sliki 9, kjer se pes
najprej pribliza, nato pa se zacne njegovo periodi¢no gibanje. Zanimivo je to,
da minimum medsebojne razdalje nastopi ravno med fazo priblizevanja, ne pa
med kasnej$im gibanjem. Imamo torej primer, kjer je parametrizacija krivulje
taka, da je hitrost neenakomerna, reparametrizacija krivulje pa ni mozna, vsaj
ne analiticno. ReSitev za ta problem bo numericna reparametrizacija krivulje
lastnika.
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6.3.1 Postopek numeri¢ne reparametrizacije

Naj bo I = [a,b] C R in v : I — R? gladka parametrizacija neke poti. Njena
hitrost ob danem ¢asu je podana kot |¥(t)|, Zelimo pa si, da bi bila ta hitrost
konstantno enaka neki predpisani vrednosti, ki jo ozna¢imo z v. Predstavljamo
si, da bi lahko nas zacetni ¢asovni interval raztegnili in skrcili tako, da bi pre-
potovana pot ustrezala konstantni velikosti hitrosti. Sklepamo, da to pomeni,
da interval raztegnemo, ko je hitrost originalne parametrizacije velika in jo tako
zmanjsSamo, pri nizkih hitrostih pa ga skréimo in tako povecamo prepotovano
pot. To pomeni, da iS¢emo tako domeno, da bo v v eni enoti te domene opisala
krivuljo, ki ima dolzino loka v enot dolzine, to pa mora seveda veljati za vsak
zacCetni trenutek. Pogljemo si to idejo nekoliko bolj formalno. Pot parametricne
krivulje v je podana kot

s(t) = / ()l dr.

Pri dodatni predpostavki, da je parametrizacija regularna, torej je ||(¢)|| > 0 za
vsak t € I, je potem s(t) strogo narasc¢ajoca funkcija, zato obstaja njen inverz,
torej funkcija t : [0, L] — [a,b], da velja t(s) = s~1(s). Za kompozitum funkcije
t s funkcijo v, ki ga ozna¢imo z I', potem velja, da je I' : [0, L] — R? s predpisom
['(s) = y(t(s)). Hkrati je || = 1 povsod, saj je po veriznem pravilu

hkrati pa je tudi
1 1

1= = Ree

Zgornjo vrednost torej vstavimo v racun, velikost odvoda pa potem sledi z
uporabo absolutne vrednosti. Ce zelimo, da se telo giblje s hitrostjo, ki ni
enaka 1, pa¢ pa recimo v, moramo zgolj skalirati cas. Velja torej, da je

v(t) =T(vt).

Pogosto pravimo, da je v parametrizirana s casom, medtem ko je I" parametri-
zirana z opravljeno potjo.

Zgornjo izpeljavo lahko relativno enostavno implementiramo tudi numeric¢no.
Tezji del je zgolj poiskati inverz funkcije s(t), kar pa lahko naredimo z nume-
ri¢nim iskanjem nicel, torej bo ¢(s) tista vrednost, kjer bo s(t) — s = 0, kar v
matlabu posis¢emo s pomocjo fzero. Funkcija, ki resuje probleme, kjer zelimo
reparametrizirati gibanje lastnika, se imenuje resi gibanje, sledi pa ravno iz-
peljavi, ki smo jo navedli zgoraj. Najprej torej dolo¢imo funkcijo #(s), s tem
lahko potem definiramo novo krivuljo ¢s(s) kot gs(s) = ¢q(¢(s)), nato pa resimo
gibanje (od tod ime) za novo parametrizacijo na enak nacin, kot smo to poceli
do sedaj. Risanje resitve je prav tako nespremenjeno.

Poglejmo si torej rezultate, ¢e spiralo z variabilno hitrostjo reparametrizi-
ramo. Nastavimo enake nastavitve kot prej, torej da je hitrost obeh toc¢k ravno
1, tx = 1, dodatno pa malenkost zmanjSamo toleranco na 0.15, da pride do
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trka. Ce bi toleranco pustili pri enaki vrednosti, bi se tocki sicer priblizali, a se
zaradi enake hitrosti obeh, spet nikoli ne bi ujeli. Dokler sta tocki se malenkost
narazen, se pes Se bliza lastniku tudi v normalni smeri, ko pa postaneta sko-
raj vzporedni pa je pomembna prakti¢no samo Se velikost hitrosti. Gibanje za
reparametrizirano krivuljo je prikazano na sliki 10.

Reparametrizacija spirale

7L %o(0), Yolt)
—— Gibanje lastnika
O Start lastnika
6+ O Start psa
* Prvo presecisce
5
4+
3+
s
1k
0
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Razdalja med p(t) in q(t) skozi ¢as
6
5 Razdalja med p(t) in q(t)
® Trenutna razdalja
84
©
N3
o
2
1
0 ! T T )
0 5 10 . 15 20 25
Cas

Slika 10: Gibanje po reparametrizirani spirali

Ker delamo na reparametrizirani krivulji, ki jo izracunamo preko numeric-
nega iskanja nicle funkcije s(t), je takSno reSevanje racunsko bolj zahtevno od
uporabe funkcije lovi, zato smo minimum iskali na intervalu med 0 in 5 z le 100
vmesnimi tockami. Rezultati so prikazani na spodnjem grafu, kjer je oznacena
tudi minimalna vrednost. Pes lastnika ujame v t = 5.317 s, kar je minimalni
¢as pri vrednosti ¢t = 0.656. Podobno kot pri kroznici in premici pa ponovno
vidimo, da optimalen t; ni zelo blizu 0, vendar je od nicle malenkost odmaknjen.
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50 Cas do ulova za normalizirano posevno spiralo

Cas ulova
® Minimalen gas

45
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Velikost t

Slika 11: Primerjava ¢asov ulovov za reparametrizirano posevno spiralo

6.4 Lissajousova krivulja

Obbravnavajmo sedaj Se eno periodi¢no krivuljo, ki jo parametriziramo z
sin(2¢
o0 = i) (7)

Krivulja ima spet bolj neenakomerno hitrost, zato bomo ta primer resevali s
funkcijo resi gibanje. Poglejmo si, kako izgleda gibanje za tak primer, ko si
za zacetno tocko izbermo (0,5). Na sliki 12 opazimo, da lahko v primeru enake
hitrosti pes zelo dobro sledi svojemu lastniku in ga razmeroma hitro ulovi.

Poskusimo upostevati dosedanje ugotovitve glede parametra ¢ in ga nasta-
vimo na t; = 0.5, torej malenkost stran od ni¢le. Dodatno se povecajmo hitrost
psa iz 1 na 2 enoti. S temi spremembami pricakujemo, da bo pes ulovil lastnika
mnogo prej, kot v prejSnjem primeru.

Kot je razvidno iz slike 13, smo sklepali pravilno. Pes je v taki konfiguraciji

potreboval zgolj ¢t = 2.619 s, da je ujel svojega lastnika, medtem ko je v prejsnjem
primeru potreboval ve¢ kot 12 sekund, kar predstavlja bistveno razliko.

7 Komentarji in sklepi
Tekom izdelave projektne naloge so se mi posvetili Stevilni komentarji in ideje.
Nekatere izmed teh sem vkljucil, kot na primer reparametrizacija krivulj, med-

tem ko drugih, recimo dinamicne hitrosti, nisem raziskoval. Podrocje je gotovo
zelo Siroko, moznosti za specificne scenarije pa je ogromno. Vsako krivuljo,
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Gibanje po Lissajoujevi krivulji 5 Razdalja med p(t) in q(t) skozi éas

Razdalja med p(t) in q(t)

© Trenutna razdalja

—%(0), Yp(t)
4 ——— Gibanije lastnika
O Start psa

O Start lastnika

* Prvo presecisce

Razdalja

Slika 12: Gibanje po Lissajousovi krivulji

ki nam pade na pamet, lahko analiziramo na razlicne nacine in individualno
skusamo razumeti ter opisati povezavo med nastavljenimi parametri.

Na tem mestu se splaca omeniti, da so grafi sicer narisani s priloznimi pro-
grami, a so prav vsi potem ro¢no dodelani in prilagojeni za porocilo.

7.1 Omejitve dela

Seveda imamo za izdelavo vsake projektne naloge na voljo zgolj kon¢no casa,
zato se je potrebno na neki toc¢ki zadovoljiti z opravljenim delom. V projektni
nalogi sem sicer prikazal 5 razli¢nih krivulj in skusal na zanimiv nacin prikazati
vpliv razlicnih spremenljivk na resitev gibanja. Kljub temu je veliko krivulj, ki
bi bile same po sebi zanimive za obravnavo, a niso dobile te moznosti.

Pogosto sem naletel tudi na tezave glede ¢asovne zahtevnosti izvajanja. Graf
na sliki 5 se mi zdi izjemno zanimiv in predstavlja dober vir informacij o za-
stavljenem problemu, a bi risanje takSnega grafa pri vseh primerih porabilo ve¢
casa, kot bi to bilo smiselno. Res sem bil presenec¢en nad polkrozno obliko v
omenjenem grafu in se mi zdi razlog nastanka zelo zanimiv.

Omejitev je bila tudi koli¢ina strani, ki jih imamo na voljo za pisanje naloge.
Dodatne strani so mi prisle zelo prav in sem z njimi lahko predstavil tudi repa-
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Poskus hitrejSega ulova
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Slika 13: Gibanje z manjsim ¢; in vecjo hitrostjo

rametrizacijo, kar sicer ne bi bilo mozno, res pa je, da so vsi grafi precej veliki
in vsaka krivulja dobi kar nekaj svojih grafov.

7.2 Mozne izboljsave

Preprican sem, da bi lahko marsikatero poglavje bolj pregledno in bolj jasno
zasnoval in oblikoval. Poleg dodatne razsiritve obravnavanih krivulj, bi lahko
dodatno ustvaril ve¢ preizkusov zvez med spremenljivkami. Zanimivo bi blo
opazovati primere, ko je zacetna toca dlje stran od krivulje. S tem bi lahko
opazovali, kako dobro se obnesejo veliki oziroma majhni ¢, ko je potrebno zgolj
grobo priblizevanje. V luci te ideje bi bilo prav tako zelo zanimivo spreminjati
hitrost psa, da bi ta recimo pridobival na hitrosti, ¢e bi gibanje trajaljo dlje, saj
bi s tem povecali moznost za ulov.

Zanimivo bi bilo poskusiti gibanje analiti¢no resiti Se za kaksne druge kri-
vulje, ne zgolj za premico. Analiti¢no resitev bi lahko poiskali za polinomske
krivulje, zato bi bila taksna obravnava zanimiva. Zal pa analiti¢no resevanje v
splosnem ne bi bilo mozno, ko bi imeli opravka s trigonometri¢nimi funkcijami,
saj bi enacbe postale precej zahtevne za ro¢no resevanje.
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Seveda bi lahko izdelal tudi interaktivne programe za prikaz resitev, a se
zaradi hitrosti iskanja reSitev tega nisem lotil, saj so enako uéinkoviti, kot c¢e
bi zgolj ponovno pognal kodo, ki pa potrebuje nekaj sekund za izvajanje. Kot
interaktivni del projekta lahko Stejemo animacije, ki jim lahko sledimo ob klicu
funkcij, graficni vmesniki pa niso pretirano koristni.

7.3 Sklepi

Tekom primerov smo opazovali razline konfiguracije gibanja iz katerih lahko
grobo sklepamo o lastnostih problema. Pri vseh primerih smo opazili, da idealni
tx ni 0, niti ni zelo blizu 0, pa¢ pa se optimalen ¢; nahaja malenkost stran od
nicle. To je sicer intuitiven rezultat, saj neka mera napovedovanja gibanja
gotovo pomaga pri lovljenju. Izpostavil bi, da je ta sklep osnovan na podlagi
obravnavanih primerov in ne splosne resitve. Zelo verjetno je, da je optimalen
t mocno odvisen od hitrosti tocke na krivulji in njene ukrivljenosti oziroma
nepredvidljivosti. Sklepamo torej, da je pri moc¢no ukrivljenih krivuljah bolj
ustrezen majhen tj, pri manj ukrivljenih pa utegne biti ustrezen tudi malenkost
Veéji tr.-

Naslednja ugotovitev, ki bi jo lahko tudi uganili, je, da je pogosto ulov zelo
odvisen od hitrosti psa. Ta ucinek je mocnejsi, bolj kot se obe tocki gibljeta na
isti krivulji, torej ko je njuno gibanje skoraj vzporedno. V limitnem primeru, ko
se obe gibljeta v isto smer na isti premici, lahko upraviceno in pravilno sklepamo,
da bo pes ujel lastnika zgolj, ¢e bo hitrejsi od svojega lastnika, sicer pa mu ta
pobegne.

8 Zakljucek

V projektni nalogi smo predstavili izpeljavo in matematicno ozadje tipicnega
problema iz sledilne analize. Z uporabo dveh razli¢cnih funkcij za reSevanje pro-
blema smo podrobneje obravnavali stiri krivulje in na primerih spoznali pove-
zavo med hitrostjo, velikostjo ¢, lastnosti o minimalnih ¢asih ulovov ter dodatno
obravnavali reparametrizacijo krivulje preko dolzinskega parametra. Prostora
za izboljsavo je veliko. Verjetno je najbolj zanimiva nadgradnja ravno relativno
spreminjanje hitrosti psa glede na ¢as trajanja simulacije.
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