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Uvod

V danasnjem svetu prevladujejo podatki. Za vsako pomembno odlocitvijo, ki bi
jo neko¢ sprejeli na podlagi navdiha, suma ali pa (morda slabo) utemeljenega
prepricanja, danes stoji veliko statisticne analiza. Ker se bo to v prihodnosti se
povecevalo je pravilno, da se s tem srecamo ¢im prej v zivljenju. Tako bomo
tudi sami znali sprejemati boljse odlocitve in iz navidez nepomembnih podatkov
izpeljali koristne povezave.

V drugem semestru tretjega letnika studija matematike na Univerzi v Lju-
bljani je del obveznosti pri predmetu Statistika tudi izdelava projektne naloge, v
kateri predstavimo resitve za zastavljene probleme. Ti pokrivajo razlicna stati-
sticna podrocja in so namenjena preverjanju razumevanja in uporabe osvojenih
znanj. Ker naloge zajemajo tudi snovi, ki jih pri predmetu nismo obravnavali,
projektna naloga sluzi tudi kot medij za ucenje novih konceptov pri statistiki.

Za projektno nalogo sem dobil tri naloge. Prva naloga pokriva vzorcenje
in omenja intervale zaupanje, druga naloga je naloga iz pridobivanja cenilk in
njihovi nepristranskosti, kjer je dodatna vsebina Bayesov pogled na ocenjevanje
parametra preko apriornih in aposteriornih porazdelitev. Tretja naloga zajema
linearno regresijo in preverjanje hipotez.

Vsaka naloga ima svoje poglavje, podpoglavja pa praviloma ustrezajo zasta-
vljenim podnalogam. Na koncu vsakega poglavja je Se podpoglavje, namenjeno
komentarjem in morebitnim izboljsavam. Kljub zelji po taksni strukturi, temu
ni vedno tako, saj sem v porocilo vkljuéil tudi nekatere dodatne naloge (npr.
ocenjevanje s korenskim in logaritemskim modelom pri tretji nalogi), kar ma-
lenkost kvari zgoraj navedeno okvirno strukturo.

Ceprav je veliko funkcij Ze vgrajenih v programske jezike in knjiznice, sem
vseeno poskusal vecino stvari izvesti roc¢no. Primer tega je iskanje linearne
premice, ki se podatkom najbolje prilega: lahko bi uporabil vgrajene funkcije,
a sem raje sam izvedel vso linearno algebro, saj se tako sklada s povedanim na
predavanjih. Kljub temu sem za nekatere teste in nekatere metode vseeno klical
vgrajene funkcije, saj se mi ne zdi klju¢no, da sam definiram porazdelitveno
funkcijo za beta porazdelitev.



1 Prva naloga

Prva naloga projektne naloge je analiza povprecnega dohodka v mestu Kiber-
grad. Za zacetek naloge si najprej poglejmo, katere podatke imamo na volje.
Izsek iz tabele podatkov je prikazan spodaj.

Indeks | Tip | Clanov | Otrok | Dohodek | Cetrt | Izobrazba
25351 3 2 0 20902 3 42
21635 3 2 1 28288 3 40
23013 3 2 1 17000 3 39
18265 1 2 0 25961 2 39
2188 1 2 0 24880 1 39

Tabela 1: Vzorec iz tabele kibergrad.csv

V tabeli se torej nahajajo podatki o druzinah v mestu Kibergrad. Na voljo imamo
podatke o tipu druzine, stevilu ¢lanov v druzini, stevilu otrok in dohodku. Poleg
tega imamo zabelezeno tudi oceno izobrazenosti druzine in v kateri cetrti zivi
druzina. Pri tem so podatki zakodirani z naslednjim klju¢em:

1 — Severna Cetrt

2 +— Vzhodna cetrt

3 +— Juzna cetrt

4 — Zahodna cetrt.
Dana naloge je, da na podlagi slucajnega vzorca ocenimo povprecen dohodek
v Kibergradu. Ker nas zanima samo dohodek druzine, si poglejmo histogram

dohodkov, ki nam bo povedal veliko o obliki porazdelitve in celotni populaciji
nasploh.
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Slika 1: Histogram dohodnine v Kibergradu



Na sliki 1 zgoraj izstopata dve dejstvi. Najprej opazimo, da je porazdelitev
dohodka dale¢ od normalne porazdelitve. Kljub temu bomo zaradi pomanjka-
nja informacij o pravi porazdelitvi dohodka tekom te naloge vseeno uporabljali
normalno porazdelitev pri iskanju intervalov zaupanja. To predpostavko o nor-
malni porazdeljenosti dohodka bi lahko zamenjali s katero drugo porazdelitvijo
in bi postopek ostal relativno podoben. V primeru, da bi poznali porazdelitev
dohodka, pa bi seveda uporabljali to in predpostavke ne bi bile potrebne.

Druga lastnost, ki jo opazimo, je, da obstajajo druzine z neizmerno velikim
dohodkom, kar vidimo na grafu kot zelo dolg desni rep. Drug dokaz za osamelce,
ki bodo ovirali analizo, sta naslednja prikaza oz. "Skatli z brki".

Prikaz porazdelitve dohodka
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Slika 2: Skatla z brki za dohodek

Na zgornjih grafih je prisotnost osamelcev Se bolj o¢itna. Zgornji izmed obeh
prikazov ima nastavljene brke na minimum in maksimum dohodka, medtem
ko jih ima spodnji nastavljena glede na vrednost 1.5 x IQR, torej je levi brk
nastavljena na vrednost, ki je za 1.5 x IQR manjsa od prvega kvantila, desni
brk pa na vrednost, ki je za 1.5 x IQR vecja od tretjega kvantila.

Drug nacin nam tako oznaci tudi vse tocke, ki padejo izven tega razpona
in jih zato lahko odstranimo iz analize. Vidimo tudi, da bomo na tak nacin
odstranjevali zgolj podatke, ki so bistveno vecji od ve¢ine, medtem ko bistveno
manjsih dohodkov ni, zato bo vpliv na povprecje velik. Lotimo se sedaj analize
z osamelci in analize brez osamelcev.

Dodatna prednost uporabe skatle z brki je, da zaznamo tudi negativne do-
hodke, kar iz grafa na slike 1 zaradi izbrane Sirine posameznega stolpca ni razvi-
dno. Skatli z brki na zgornjem grafu povesta torej, da obstajajo ekstremno visoki
dohodki, ki bodo nesorazmerno vplivali na povprecje. Meje, katere podatke ob-
drzimo in katere ne, obi¢ajno doloc¢amo glede na primer, ki ga obravnavamo. Na



predavanjih smo sicer povedali zgornji nac¢in z interkvantilnim razponom, kar pa
zdale¢ ni edini nacin. Lahko bi na vsaki strani odvzeli recimo 10% najvedjih in
najmanjsih podatkov, ali pa bi glede na nesimetri¢nost porazdelitve na razli¢nih
koncih odstranili razlicno stevilo podatkov. To se na nek nacin tudi zgodi zgo-
raj, ko uporabimo IQR za doloc¢anje mej, saj zaradi nesimetri¢nost porazdelitve
najmanjsih dohodkov ne odstranjujemo.

Spodaj je prikazana Se tabela povprecnega dohodka po cetrtih, kar poveca
preglednost resevanja naloge.

Cetrt ‘ Severna  Vzhodna JuZzna Zahodna ‘ Vse
Dohodek ‘ 45758.54  41234.77 37473.28 42157.68 ‘ 41335.51

Tabela 2: Povprecen dohodek glede na cetrti v mestu.

1.1 Polni podatki

Histogram za podatke o dohodku smo si ogledali Ze zgoraj, zato ga na tem mestu
spustimo in se lotimo ocenjevanja povprecnega dohodka na podlagi slucajnega
vzorca populacije. V ta namen si najprej izberemo popolnoma nakljucen vzorec
velikosti n = 400 enot. Tu smo vzorec izbrali enakomerno iz celotne popula-
cije, torej so vsi mozni vzorci brez ponavljanja imeli enako verjetnost, da so bili
izbrani. Prav v temu se skriva vir slucajnosti pri slu¢ajnih izborih. Naj X; ozna-
¢uje dohodek i-te enote. Tedaj lahko za ta sluc¢ajni vzorec n enot izra¢unamo

povprecen dohodek kot

- Xi+...X,
A:Xzi.
H n

Dejstvo, da je to dobra cenilka za povprecen dohodek, sledi iz tega, da je tako
definiran [ cenilka za p po metodi momentov. V splosnem je po metodi mo-
mentov cenilka za E(X*) kar

CXPH XS4+ X _ X%

mg
n
Dodatno zaradi predpostavke normalne porazdeljenosti velja, da je tak g tudi
cenilka po metodi najvecjega verjetja. O cenilkah po metodi najvecCjega verjetja
in po metodi momentov bomo ve¢ povedali pri drugi nalogi, saj je to njena
osrednja tema. Dodatno je taka cenila res dobra, saj ob dodatnih predpostavki
neodvisnosti velja naslednji izrek.

Izrek 1.1 (Sibki zakon velikih stevil). Naj bodo X1, Xo,..., X, neodvisne in
enako porazdeljene realne slucajne spremenljivke z E(X1) = p in E(X3?) < oco.
Tedaj velja

X1 +Xo+--+ X, d

n n—00

I

Preden se lotimo resevanja naloge, se spodobi, da navedeni izrek tudi doka-
zemo, za njegov dokaz pa potrebujemo Se dve trditvi.



Izrek 1.2 (Neenacba Markova). Za nenegativno slucajno spremenljivo W in
poljuben o > 0 velja

E(W
PW>a)< ( )
e
Dokaz. Opazimo, da velja 1(w > ) < %. Na tem izrazu uporabimo pricako-
vano vrednost in izrek sledi. O
Lema 1.3. Naj bodo Wy, Wh,... take nenegativne slucajne spremenljivke. Ce

je p >0 in velja
lim E(WP) =0,

n—roo

tedaj velja tudi W, 4 0.
n—oo
Dokaz. Naj bo r > 0. Tedaj je

E(WP
PW, >r)=PWE>rP)< M — 0,

rP n—oo
kjer smo za oceno uporabili neena¢bo Markova. O
Sedaj lahko dokazemo §ibki zakon velikih Stevil.
Dokaz. Dovolj je pokazati, da gre

Xi+Xo -+ Xa d
— K 07

n n—o00

zato izracunamo

(X1+X2+...Xn )21 <X1+X2+"'+Xn)
E — U =var

n n

1 9 o2
=—no"=— ——0.
n n n—oo

Trditev sledi iz zgornje leme. Pokazali smo, da je za p = 2 limita ni¢, kar po
lemi implicira, da tudi spremenljivke konvergirajo v porazdelitvi proti nicli. [J

Sibki zakon velikih $tevil nam ob predpostavki neodvisnosti in enake porazde-
ljenosti, kot tudi nenegativnosti, zagotovi, da bo cenilka ji konvergirala k pravi
vrednosti, kar pa si zelimo. V nasem primeru dobimo vrednost

i =41511.67,
kar je precej blizu dejanskega populacijskega povprecja, ki znasa

1= 41335.51,



bolj natanc¢ne rezultate pa bi lahko dobili, ¢e bi le vzeli vecji vzorec. Ocenimo
lahko tudi standardni odklon kot

1 O .
n_lz(Xi—X) .
=1

2
U+—

Izbira za nepristransko oceno o2 je naravna, saj smo Ze izracunali povpredje,
zato je zgolj n — 1 prostih spremenljivk. Imamo torej oceni za [ in 61. Pri nasi
oceni zelimo tudi oceno, za koliko smo se najve¢ zmotili. V ta namen ponavadi
pogledamo $e intervale zaupanja za ocenjeno statistiko. Zelimo poiskati tako d,
da je

Pue (X-6X+9)>1—aq,

kjer je o nasa stopnja tveganja. Spomnimo se definicije Studentove porazdelitve.

Definicija 1.4. Studentova porazdelitev s p prostostnimi stopnjami je poraz-
delitev slucajne spremenljivke

kjer je Z ~ N(0,1) in G ~ T'(§,%) in sta Z in G neodvisni.
Spomnimo se tudi, da iz definicije I' sledi, da je potem pG ~ I'(Z, 1) = x?(p).

Vemo ze, da je

X —
“—Evn~ N,

a ker prave ¢ ne poznamo, nas zanima, kaj je

X —
T=2"Fm
0+
Ker je
- - -1 1
> (Xi=X)*~T (n 2) )
pn 2 20
je potem
%+

2 1 - — n—1 o%(n—-1) n—1mn-1
S =) (X;-X)*~T —) =T .
o2 o2(n—1) :( ! ) < 2 7 202 ) < 2 72 >

Potrebujemo Se neodvisnost obeh spremenljivk. Pri tem je dovolj, da sta neod-
visni ze X in > (X; — X)?, saj konstantni faktorji ne vplivajo na neodvisnost.
Ker so vsi X; ~ N(u,02), je potem vektor porazdeljen

=1

X =(X1,...., X)) T ~ N(ul,, o).

Definiramo



in ga razsirimo do ortonormirane baze e, es,...,e,. Tedaj za ortogonalno ma-
triko H, ki ima bazne vektorje po vrsticah, velja, da je HHT = H'H = I,,.
Tedaj postavimo Y = HX. Ker je H linearna transformacija, vemo, da je

Y ~ N(Hpl,, o> HHT) = N(Hul,,o?1,),

kar pa pomeni, da je kovarian¢na matrika spremenljivke Y nicelna izven diago-
nale. Z drugimi besedami je

Cov(Y;,Y;) =0,

¢e sta le ¢ in j razlicna. Ker so vsi Y; normalni in nekorelirani, so neodvisni.
Dalje lahko zaradi lastnosti H izracunamo Y;. Velja namrec

I —
Vi=elX=—> X;=nX
1 1 \/ﬁ; i \/> )
oziroma .
YZi=nX".
Ker je H tudi ortogonalna, je potem tudi || X||? = ||Y||?, torej je

n n
Sx-dw
=1 =1

Na tem mestu upostevamo, da je

n

Y -X)2= zn:XE —nX,
=1

i=1
da dobimo . . N
DX =X =) V=Y => Y
i=1 i=1 =2
Dobili smo torej, da je Y7 neodvisna od (Y3, ...,Y,) zaradi diagonalnosti kova-

rian¢ne matrike. Ker je tudi

izraz, ki vsebuje zgolj Yo,...,Y,, je Y7 tudi neodvisna od Q. Ker pa je Y7 =
X/n in konstantne ne vplivajo na neodvisnost, smo pokazali torej, da sta X in
> (X; — X)? res neodvisna.

To pomeni, da je spremenljivka

T=2"F/m
O+

porazdeljena s Studentovov porazdelitvijo z n — 1 prostostnimi stopnjami.



Vrnimo se nazaj na interval zaupanja. Pois¢emo ga lahko tako, da nastavimo

“\/ﬁgF,:_ll(l—o‘))—l—a,
(o 2

P(Fn__ll (1—%) <X

kar pa z malo preurejanja vrne neenakost

X erh (1) <ns X4 Zor (1-5)
X - —F 1—— ) <u<X+—F 1-——=.
\/ﬁn—l D) S M +\/ﬁ n—1 2

Ko za nas primer vstavimo konkretne stevilke, dobimo, da za povprecni dohodek
v mestu Kibergrad s stopnjo tveganja o = 0.05 in vzorcem n = 400 enot velja:

38123.68 < p < 44899.65,

kar se sklada tudi z dejanskim povpreéjem celotne populacije. Doloc¢imo se
standardno napako za oceno povprecja. Ker so vsi X; porazdeljeni enako in so
po predpostavki med sabo neodvisni, je

Var(X) = Var [ anx o
T = T — i = —.
a. a. n 2 "

Tezava pri nas je, da dejanske vrednosti 02 ne poznamo, lahko pa jo nadome-

stimo z nepristransko cenilko za o2, ki je oblike

1 < -
— > (X - X)%
=1

A2
Gy =
Tedaj je nasa standardna napaka

SE(X) = Var(X) = %

Ko vstavimo Se to vrednost, dobimo da je

SE(X) = 1723.35.

1.2 Odstranjeni osamelci

Histogram za dohodek po odstranjenih osamelcih pa zgleda ze precej drugace.
Se vedno imamo asimetriéno porazdelitev okoli povpredja, zato predpostavka o
normalni porazdelitvi Se vedno ni toéna, je pa porazdelitev mnogo bolj enako-
merna. Vidimo tudi, da sta se modus in mediana ustrezno spremenila, kar je
seveda pomembno.

Pri podatkih, kjer smo odstranili osamelce, sledimo enakemu postopku kot
zgoraj in dobimo, da je

i1 = 36035.58,



za interval zaupanja pri enakih pogojih pa za povprecen dohodek velja, da je
33559.87 < < 38511.28,

ocena za standardno napako pa je

SE(X) = 1259.31.
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Slika 3: Histogram dohodnine z odstranjeni osamelci

1.3 Stratificirano vzorcenje

Do sedaj smo ocenjevali povprecni dohodek tako, da smo iz celotne populacije
vzeli vzorec druzin brez omejitev. Sedaj nas zanima, kako se rezultat spremeni,
¢e izbiramo stratificiano glede na cetrti, v katerih druzine zivijo.

V splosnem je statificiranje postopek deljenja enote neke populacije v homo-
geno skupino, na katerih potem posebej izbiramo vzorce. Strata, torej razdelitev
enot v skupine, mora tvoriti particijo celotne populacije, kar pomeni, da vsaka
enota spada v natanko eno skupino. Nacinov, da populacijo razdelimo v sku-
pine, je seveda vec, a sta dva prevladujoce.

Prvi, proporcionalna alokacija, je doloCanje stevila izbranih enot iz skupine
glede na delez celotne populacije, ki jo skupina predstavlja. Tako imajo skupine,
v katere spada ve¢ ljudi, vecji vpliv na kon¢no oceno. Poglejmo si ta pojem se
na primeru. Recimo, da nas zanima ocena glasov pri nekih volitvah in vzorce
izbiramo v treh razlicnih mestih. Prvo mesto ima 10000 gradbenikov, drugo
mesto ima 20000 poslovnezev, tretje mesto pa ima 30000 upokojencev. Ker
bi se pri nakljuénem vzorcu iz celotne populacije lahko zgodilo, da bi bilo neko
mesto bolje zastopano kot ostali dve, izberemo iz vsakega mesta ustrezen vzorec
glede na delez, ki ga to mesto predstavlja. Torej ce bi zeleli izbrati 600 enot
za oceno, bi izbrali 100 enot iz prvega mesta, 200 enot iz tretjega mesta in
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300 enot iz zadnjega mesta. Tako so populacije pravi¢no zastopane v izbranem
vzorcu, glede na njihovo velikost, ¢esar pri nakljuénem izboru 600 oseb ne bi
mogli trditi.

Drug nacin stratifikacije pa je optimalna ali disproporcionalna alokacija.
Tudi pri tem nacinu izbiramo vzorce iz posameznih skupin glede na delez celote,
ki spada v to skupino, toda dodatno upostevamo sSe standardni odklon pri izbiri.
Vecje izbore namre¢ izberemo tam, kjer je varianca najvecja, saj tako dobimo
najmanjso skupno varianco.

V nasem primeru bomo poskusili s pomoc¢jo proporcionalne alokacije iz-
boljsati oceno za povprecen dohodek tako, da stratificiramo po Cetrtih. Vsako
druzino bomo torej razvrstili glede na céetrt, v kateri zivi, nato pa bomo glede
na velikosti Cetrti iz vsake skupine izbrali ustrezno Stevilo enot. Iz tortnega
grafikona na sliki 4 razberemo, da so Cetrti razmeroma enako velike, zgolj juzna
cetrt izstopa kot opazno vecja.

Populacija glede na Cetrt

Sevedna c&etrt Zahodna cetrt

Vzhodna cetrt
Juzna Cetrt

Slika 4: Velikosti Cetrti

Ker izbiramo stratificirano po c¢etrtih, bomo torej v juzni cetrti izbrali ne-
koliko ve¢ druzin, iz ostalih pa bomo izbrali priblizno enako enot. Rezultate
izbora vidimo v spodnji tabeli.

Cetrt | Severna | Vzhodna | Juzna | Zahodna | Vsota
Stevilo druzin | 10149 10390 13457 9890 43886
Delez celote 23.1% 23.7% | 30.7 % 22.5% 1
Izbranih enot 93 95 123 90 401

Tabela 3: Razporeditev druzin v cetrti
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V zgornji tabeli smo stevilo izbranih enot izra¢unali po formuli

Velikost cCetrti
n
Celotna populacija

ker pa smo Stevilo izbranih enot zaokrozevali na cela Stevila, smo na koncu
morali izbrati 401 enot namesto 400. Stevilo izbranih druzin se torej res ujema
z nasim premislekom zgoraj. Preden izracunamo ocene in dejanske vrednosti, si
poglejmo Se histogram dohodka znotraj vsake cetrti.

Sevedna Getrt Vzhodna cetrt

3000

2500

- N
[$)] o
o o
o o

Pojavitev

1000

500

[=]

100000 200000 300000 0 100000 200000 300000 400000
Dohodek Dohodek

JuZna cetrt Zahodna cetrt

3000

2500

Pojavitev
- )
a (=)
o o
o o

1000
500

0 1
0 100000 200000 300000 0 100000 200000 300000 400000
Dohodek Dohodek

Slika 5: Histogram dohodkov v cetrtih

Na zgornjem grafu vidimo, da so, z izjemo severne ¢etrti, dohodki razmeroma
enako porazdeljeni. Pri severni cetrti so pojavitve nekoliko nizje, je pa zato
histogram nekoliko bolj Sirok oziroma debel, kar pomeni, da je ve¢ pojavitev
pri visjih dohodkih. To lahko sklepamo tudi iz tega, da so pojavitve nizje kot
pri vzhodni in zahodni cetrti, ¢eprav so velikosti primerljive. Res pa je, da
to histogram za severno ¢éetrt zaradi svoje drugacne skale v x smeri malenkost
prekrije.

Vredno je omeniti tudi, da trenutno izbiramo na celotni populaciji, ki vsebuje
vse ekstremne dohodke, ki lahko precej vplivajo na povprecja.
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Sedaj ostane zgolj Se izraCunati povprecen dohodek vzorca in njegovo vari-
anco. Ker sedaj gledamo stratificirano vzorcenje, se formuli spremenita. Velja
torej

| P
X = NZ@M—XZ-

N\ /N, —n o?
2 tVh h h\ %
UX_Z(N) (Nh—l)nh7

K2

in

kjer pa pogosto spustimo popravek zaradi kon¢nih populacij. Tako je formula

za varianco )
Nh O-'LQ
ok = Z (N> o (1.1)

3
kjer vsote tecejo po vseh skupinah, N oznacuje velikost celotnega vzorca, N;
predstavlja velikost iz i-te skupina, X; predstavlja povpreéje znotraj ene sku-
pine, ny, predstavlja Stevilo izbranih enot iz vsake skupine in 07 oznacuje vari-
anco znotraj vsake skupine.

Zgornje formule odrazajo dejstvo, da pred izborom enote sortiramo v sku-
pine, iz katerih nato izbiramo. Tako povprec¢je potem postane utezeno pov-
precje, kar je smiselno: iz vsake skupine vzamemo vzorce, pogledamo njegovo
povprecno vrednost, kar bo cenilka za povprec¢no vrednost celotne skupine. Nato
vsakem vzorénemu povprecju dodamo Se utez, ki predstavlja delez populacije,
ki spada v izbrano skupino. S tem odrazamo dejstvo, da izbiramo glede na
skupine, znotraj skupine pa izbiramo enakomerno, kjer imajo vse enote enako
moznost, da so izbrane.

Formulo za varianco za stratificirano vzorcenje lahko izpeljemo podobno kot
smo izpeljali formulo za varianco pri slucajnem vzorcenju. Ker je fistrqr =
Wi X1+ WaXs + -4+ Wi, X4, je potem po pravilih za ra¢unanje z varianco

var(fisirar) = Wi var(Xy) + Wi var(Xy) 4 - - - + W7 var(Xy).

Vsaka varianca znotraj skupine je zgolj varianca, ki bi jo dobili pri enakomernem
vzoréenju:

o

var(X;) = -+,

n;

=N

kjer nismo upostevali popravka za koncéne populacije. Ker izbiramo resni¢no
majhen del velike populacije, to smemo storiti. Popravek za konéne populacije
bi morali upostevati, ¢e bi izbirali velik delez populacije. Ce izbiramo 40 ljudi
iz populacije velikosti n = 45, je v tem res malo nakljucja in poznamo prakti¢no
celotno populacijo. V takem primeru bi bil potem

2
i Ni —mi

var(X;) = N T

kar pa izpelje tudi formulo za varianco pri stratificiranem vzorcenju z dodatkom
za koncne populacije.
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Smiselno se je vprasati tudi o varianci stratificiranega vzorcenja glede na va-
rianco pri slucajnem vzorcéenju. Poglejmo si to zvezo natancneje. Pri slucajnem
vzorcéenju je

J— o2

var(X) = ot

Ker bi to radi primerjali z varianco znotraj vsake skupine, potrebujemo neko
zvezo med o} in pa o2. Velja

N;

o _ 1 - 2
o :NZZ(xil—u).
1

Dalje je tudi
(i — )2 = (zir — ) + 2z — ) — 1) + ( — )2,

kjer sredinski ¢len izgine, ko sestevamo po vseh [, saj je Ny = ZlNzll x;. Tako
dobimo

N; np
S (@i —p)? = (i —m)? + Ni(p; — p)?
i=1 i=1

AT 2 2

=No; + Ni(pug — p)*.

Tedaj lahko obe strani enacbe delimo Se z IV in seStejemo po vseh [, da dobimo

L L
o? = ZWZUlQ + ZVVl(m — )%
=1 =1

Ko to uporabimo v izrazu za varianco povprecja in zdruzimo skupaj z enacbo
(1.1), smo dokazali naslednji izrek.

Izrek 1.5. Razlika variance povprecja pri slucajnem vzorcéenju in variance pov-
precja pri stratificiranem vzorcenju s proporcionalno alokacijo je

L
var(X) — var(X,,) = % Z Wi — p)?,

=i
ce zanemarimo popravek zaradi koncnih populacij.

Zgornji izrek torej pove, da je varianca pri sluéajnem vzorcenju vedno vecja
od variance pri stratificiranem vzorcenju, kar je ena izmed prednosti stratifici-
ranega vzorcenja s proporcionalno alokacijo.

Tezave pri stratificiranem vzorcenju so v prakti¢ni uporabi pogosto pri temu,
da je potrebno vsako enoto enolicno in z gotovostjo razdeliti v natanko eno
skupino. Rado se zgodi, da podatkov nimamo na voljo, ali pa da posamezna
enota ustreza ve¢ skupinam. Kljub temu pa s takSnim vzorCenjem pogosto
bolje opisemo populacijo, saj je bolje predstavimo. Pri izbiri skupin je potrebno
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tudi izbrati tisto, za katero sklepamo, da ima najvecji vpliv. Ce analiziramo
glasove na parlamentarnih volitvah, je smiselno deliti, recimo, glede na dohodek,
malo manj smiselno pa je deliti glede na Stevilo prehojenih korakov vsakega
posameznika. Primer je sicer pretiran in nerealisticen, a kljub temu izpostavi
potrebo po dobrem in premisljenem izboru delilnih skupin.

Sedaj ko poznamo izpeljavo formul, lahko vstavimo konkretne podatke in
dobimo

o X =41553.36,
o 38331.2 < p < 44775.51,
« SE(X) = 1639.00.

Podoben postopek lahko sedaj ponovimo Se z odstranjenimi osamelci. Tedaj
so delezi Cetrti malenkost spremenjeni, histogrami porazdelitve pa so mnogo bolj
pregledni, kar bosta prikazala naslednja dva grafa.

Populacija glede na etrt brez osamelcev

Sevedna getrt Zahodna ¢etrt

Vzhodna cetrt
JuZna Cetrt

Slika 6: Velikost ¢etrti brez osamelcev

Na sliki 6 vidimo, da so delezi priblizno enaki kot prej. Splosno velja, da
vecji delez med filtriranimi podatki ustreza temu, da smo jih iz te skupine manj
odstranili, manjsi delez pa pomeni, da smo odstranili ve¢ podatkov. Velikost
severne Cetrti se je zmanjsala za 0.3%, zato sklepamo, da smo v njej odstranili
ve¢ podatkov, kot v zahodni cCetrti, kjer je delez ostal enak. Podoben razmislek
lahko naredimo tudi pri ostalih cetrtih.
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Slika 7: Histogram dohodkov po ¢etrtih brez osamelcev

Dalje pri histogramih lahko opazimo podobno kot v primeru, ko nimamo
odstranjenih podatkov. Severna Cetrt izstopa po tem, da je precej bolj sirok, kar
nakazuje na vec ljudi z visjim dohodkom. Res pa je, da smo z odstranjevanjem
osamelcev opazno izboljsali preglednost histogramov.

Podobno kot v primeru z vsemi podatki, lahko sedaj oblikujemo tabelo, kjer
predstavimo podatke proporcionalnega izbiranja.

Cetrt ‘ Severna ‘ Vzhodna ‘ Juzna ‘ Zahodna ‘ Vsota
Stevilo druzin 9655 10108 13099 9526 42388
Delez celote 22.8% 238 % |309% | 22.5% 1
Izbranih enot 91 95 124 90 401

Tabela 4: Razporeditev druzin v ¢etrti po odstranjenih osamelcih

Iz zgornje tabele ob prebiranju stevila izbranih enot znotraj vsake cetrti
vidimo, da se vrednosti prakti¢no niso spremenile. Sklepamo torej, da odstra-
njevanje osamelcev ni imelo pretiranega vpliva pri taksni velikosti vzorca, res
pa je, da so moznosti, da bi nenavadno veliki dohodki kvarili rezultate, sedaj
manjse.
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Ko vstavimo dejanske podatke, lahko izra¢unamo nove ocene za povprecen
dohodek v mestu Kibegrad, kar navedemo spodaj

o X = 38422.11,
e 35989.79 < p < 40854.42,
o SE(X) = 1237.24,

celotno nalogo pa povzamemo v spodnji tabeli:

Nacin dela ‘ Ocena za X ‘ Leva meja | Desna meja ‘ SE(X)
Slucajen vzorec 41511.67 38123.68 44899.65 1723.35
Sluéajen vzorec* 36035.58 33559.87 38511.28 | 1259.31

Proporcionalna alok. 41553.36 38331.2 44775.51 1639.00
Proporcionalna alok.* 38422.11 35989.79 40854.42 1237.24

Tabela 5: Rezultati ocen, kjer (*) oznacuje metodo, kjer smo odstranili osa-
melce.

V tabeli lahko opazimo kar nekaj stvari. Proporcionalna alokacija je v obeh
primerih izboljsala standardno napako ocene. Pri odstranjenih osamelcih je
proporcionalna alokacija tudi izboljsala oceno za X, saj je dejanska vrednost
okoli 37714. Drugace je bilo, ko nismo odstranili osamelcev, saj se je ocena, in
s tem odstopanje od dejanske vrednosti, povecala. Prava vrednost je namreé
okoli 41335. Je pa pri teh podatkih proporcionalna alokacija malenkostno iz-
boljsala interval zaupanja v smislu, da je razpon manjsi. Drugace je bilo, ko
smo odstranili osamelce, saj je Sirina intervala ostala priblizno enaka, a je pri
proporcionalni alokaciji sredina intervala blizu dejanske vrednosti, medtem ko
je pri nakljuénem vzorcu prava vrednost ze blizu roba intervala zaupanja.

Pri interpretaciji rezultatov je zelo pomembno, da se zavedamo, da je vse to
lahko zgolj slucaj. Lahko bi namre¢ izbrali drugacen vzorec pri kaksnem oce-
njevanju in dobili popolnoma drugacne rezultate. Lahko bi za nakljucen vzorec
izbrali druzine, ki so vse zelo blizu poprecnemu dohodku, pri proporcionalni
alokaciji pa bi izbrali samo take druzine, ki imajo dohodek nad 100000, kar bi
seveda kvarilo rezultate. Poglejmo si, kako bi preverili to.

Izvedimo simulacijo, ki bo 100000 krat izbrala tako stratificiran vzorec kot
tudi nakljucen vzorec, oba velikosti 400 druzin. Nato za vsak vzorec ocenimo
povprecen dohodek kot vzoréno povprecje. Nato narisemo histogram, ki ga
normaliziramo na gostoto in ne na pojavitve, da lahko primerjamo porazdelitev
povprecéja pri obeh metodah. Rezultat simulacije je prikazan na spodnji sliki.
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Slika 8: Rezultati simulacije za 10° ponovitev

Graf nam pove, da sta porazdelitvi zelo blizu, torej da ni velike prednosti
pri uporabi stratificiranega vzorcenja. Obe sta centrirani okoli iste vrednosti,
saj sta obe cenilki, tako s stratificiranim vzorcenjem kot z naklju¢nim izbo-
rom, nepristranski cenilki. Zanimivo pa je, da je porazdelitev stratificiranega
vzoréenja (modre barve) malenkost oZja od nakljuénega izbora (oranzne barve).
Sklepamo torej, da je varianca manjsa pri stratificieanem vzorcenju, a je razlika
komaj opazna. To se sklada tudi z ugotovitvami pod zgornjo tabelo, kjer smo
dobili ozje intervale zaupanja.

Izracunamo lahko tudi povprecni varianci za oba nacina izbiranja. Za obe
varianci dobimo vrednosti

~

Tuni _ 10073,

~

Ostrat

Guni = 2530797.32,  Gaprar = 2512489.48,

zaradi Cesar sklepamo, da je varianca stratificiranega vzorcenja manjsa, kar
razloZi ugotovitve iz prejsnjega odstavka. S tem tudi numeri¢no potrdimo, da
je razlika res majhna, a vendar prisotna.

Razlog za take rezultate je v tem, da je razporeditev dohodka v vseh cetr-
tih priblizno enaka, prav tako pa je razdelitev populacije v Cetrti razmeroma
enakomerna. S tem mislim, da so ¢etrti priblizno enako velike, zaradi ¢esar je
ucinek stratifikacije manj opazen. Ker je tudi dohodek priblizno enako razpo-
rejen znotraj vsake Cetrti, pa je ze tako majhen vpliv stratifikacije Se manjsi.

Mimogrede pa je graf simulacije lep primer delovanja Centralnega limitnega
izreka, saj opazimo da imata obe porazdelitvi vzorénih povprecji obliko nor-
malne porazdelitve.

1.4 Izboljsave in komentarji k prvi nalogi

Tekom celotne naloge smo si pomagali s Stevilnimi predpostavkami o podatkih.
Predpostavili smo namre¢, da so podatki normalno porazdeljeni in med sabo
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neodvisni, kar seveda ni nujno res. Dejstvo, da niso normalno porazdeljeni,
smo pokazali Ze na sliki 1, dodatno pa predpostavka o neodvisnosti ni nujno
resni¢na. Prihodki so verjetno vec¢inoma ustvarjeni s placo, torej je odvisna od
opravljenega dela, delovna mesta pa verjetno niso neodvisna med sabo. Dodano
smo uporabljali izreke, ki zahtevajo nenegativnost slucajnih spremenljivk. Tega
spet ne smemo trditi v nasem primeru, saj imamo druzine v mestu, ki imajo
negativne dohodke.

Glede nenormalnosti porazdelitve poznamo tudi druge, bolj formalne nacine,
da to pokazemo. Tekom predavanj smo omenili tako imenovane Q-Q grafikone,
kjer lahko primerjamo dve porazdelitvi med sabo. Ce primerjamo porazdelitev
dohodka v mestu Kibegrad z normalno porazdelitvijo, ki ima parametra = X
ino?=1/nY",(X; —X)?, bi normalno porazdeljen dohodek lezal na premici na
grafu. Na spodnji sliki je prikazan taksen Q-Q grafikon, kjer vidimo, da temu
ni tako.

Q-Q graf: Ali je dohodek normalno porazdeljen

s  Opazovani kvantili *
400000 = —— Teoretitna premica (L=41335.51, 0=32037.25)

300000
200000
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-100000
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Teoreti¢ni kvantili (normalna porazdelitev)

Slika 9: Q-Q grafikon za dohodek

Iz zgornje slike je ponovno razvidno, zakaj dohodek ne sledi normalni po-
razdelitvi. V tem primeru bi morala biti modra krivulja priblizno poravnana
z oranzno premico, kar pa vidimo, da ni res. Tako na levem kot tudi na de-
snem koncu se tocke oddaljijo, kar je pricakovano za dohodke. To se zgodi, saj
negativnih dohodkov prakti¢no ni, medtem ko negativhe normalne porazdeli-
tve seveda obstajajo. Ponavadi se tudi zgodi, da podatki o dohodkih vsebujejo
tudi malo zelo visokih dohodkov, kar povzroc¢i odklon navzgor v primerjavi z
normalno porazdelitvijo.

Poleg tega lahko izvedemo tudi enega izmed Stevilnih testov normalnosti.
Po hitrem iskanju po internetu sem naletel na ogromno testov, ki so name-
njeni odkrivanju tega, ali je dolo¢ena porazdelitev blizu normalne porazdeli-
tve. Ker nobenih nismo omenjal na predavanjih, o njih ne bom podrobno
razlagal. Kljub temu bi rad omenil Shapiro-Wilksov (ki je moéno povezan z
odstopanjem v Q-Q grafikonih, kot vidimo zgoraj) in pa D’Agostin-Pearsonov
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test, ki sta vgrajena v statisticno knjiznico. V primeru prvega dobimo izra-
¢unano p-vrednost kar 8.6703 - 10719 a nam program javlja naslednjo opozo-
rilo: UserWarning: scipy.stats.shapiro: For N > 5000, computed p-
value may not be accurate. Current N is 43886. V ta namen temu re-
zultatu, ceprav se sklada z nasim pricakovanjem, ne zaupamo popolnoma. Iz-
vedemo lahko Se drugi test, kjer pa dobimo p-vrednost 0.000, kar je dovolj, da
tudi s tem testom potrdimo hipotezo, da dohodek ni porazdeljen normalno.

Ker smo pri zgornjih testih uporabili pojem p-vrednosti, je smiselno, da ga
tudi razlozimo. Ta vrednost je verjetnost, da bi testna statistika pokazala vsaj
tako ekstremne vrednosti, kot smo jih opazili. Ce je p = 0.05, to pomeni,
da je vrednost nasSe testne statistike tako velika ali majhna, da jih s stopnjo
tveganja 0.05 nismo dobili zaradi nakljué¢ja. Dejansko gre tudi za identic¢en
pristop, kot smo ga spoznali na predavanjih za potrjevanje in zavracanje hipotez,
le da smo v nasem primeru poiskali robno vrednost za dano stopnjo tveganja, pri
p-vrednosti pa glede na opazene podatke pridobimo mero ekstremnosti opazanj.
V nasem primeru imamo predpisano stopnjo tveganja in racunamo vrednost
nasih opazanj, v primeru p-vrednosti pa glede na nasa opazanja dolo¢imo njihovo
ekstremnost. Dogajanje nas spomni na pregovor, da gledamo zgolj dve plati
istega kovanca.

Zanimivo bi bilo pogledati tudi, kako se povprecja spremenijo z odstranje-
vanjem osamelcev. Zaradi veliko vec¢jih dohodkov bi bil vpliv lahko opazen.
Dodatno bi se splacalo raziskovati, katere dohodke izlo¢iti, saj smo s trenutnim
pristopom izlocili kar precej podatkov. Naloge bi lahko torej reSevali tako, da
bi odstranili recimo 1% najvedjih dohodkov, obdrzali pa bi ostale.

Prav tako so na mestu Stevilni komentarji glede histogramov. Pri interpre-
taciji velikosti v histogramih je pomembno imeti v mislih, da vtis velikosti tvori
njegova ploscina in ne njegova visina. To smo videli in komentirali pri histo-
gramu na sliki 5, kjer je histogram za severno razmeroma nizek, a je povprecni
dohodek znotraj ¢etrti znatno vecji od ostalih. Poleg tega sem pri risanju histo-
gramov uporabljal fiksno stevilo stolpcev. To ni idealno za poljubne podatke,
saj bi lahko dobili nepregleden graf. Kljub temu da sem uporabljal vrednosti
25,30 in ponekod 60, so stolpci zaradi velikega stevila druzin se vedno dovolj
visoki, grafi pa informativni in pregledni. Poleg tega s tem omogocamo vecjo
konsistenco, ko na isti sliki prikazujemo Stevilne histograme.

To bi lahko spremenili in upostevali napotke s predavanj. Spoznali smo na-
mrec Scottovo pravilo za Sirino stolpcev histograma. Naj bo f (z) histogramska,
torej odsekoma linearna, aproksimacija neke funkcije f(x). Ker pri takem pri-
kazu zelimo sklepati o porazdelitvi oziroma osnovni funkciji f(z), je smiselno
ciljati tako Sirino, in s tem Stevilo stolpcev, da minimiziramo integralsko pov-
pre¢no kvadrati¢no napako (IMSE), ki je definirana kot

IMSE = E UOO (F(z) — f(x))? da

—0Q0
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S Taylorjevim razvojem izraza lahko pokazemo, da je optimalna izbira Sirine

%) 1/3
h* = (6// f(x)? d:z:) n=1/3,

pri predpostavki, da je f(x) porazdelitvena funkcija normalne porazdelitve, pa
ima ta izraz obliko

h* = (24y/7)Pon~ 13 ~ 350013,
Pravilo je uveljavljeno in ga imajo Stevilni programski jeziki vgrajenega kot

privzeto §tevilo stolpcev. Zal pa med njimi ni Pythona in njegove knjiznice
Pandas, ki ima privzeto Stevilo stolpec nastavljeno na 10.
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2 Druga naloga

Pri drugi nalogi imamo podano diskretno slucajno spremenljivko X, ki ima
naslednjo porazdelitev:
<O 1 2 3 )
29 6 2 1-6 | s
30 5 35(1-0) 73

kjer je 0 < 6 < 1 nek neznani parameter. Poleg tega imamo na voljo tudi deset
opazanj te slucajne spremenljivke, in sicer:

3,0,2,1,3,2,1,0,2,2. (2.1)

2.1 Ocena za 6 po metodi momentov

Preden se lotimo resevanja naloge in cenitve 6 po metodi momentov, si naj-
prej poglejmo idejo pri tem nacinu ocenjevanja. Spomnimo se najprej definicije
momenta.

Definicija 2.1. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka. Koli¢ini m; = E(X¥) pra-
vimo k-ti moment slucajne spremenljivke X. Ce oznac¢imo p = E(X), definiramo
Se cx = E[(X — p)¥] kot k-ti centralni moment slucajne spremenljivke X.

Denimo torej, da imamo sluc¢ajno spremenljivko X, katere porazdelitev je na
nek nacin odvisen od parametrov pi,ps,...,pn. Pri metodi momentov zelimo
oceniti vrednost parametrov p1,po,...,p, tako, da izrazimo momente slucajne
spremenljivke X s parametri, ki jih iS¢emo, namre¢ p1,po, ..., Pn, ter nato oce-
nimo parametre z ocenami za uporabljene momente. Ponavadi potrebujemo
toliko momentov, kot je Stevilo parametrov, ki jih Zelimo oceniti, zato lahko
hitro vidimo, da bo za resevanje dane naloge dovolj ze, da pois¢emo zvezo med
0 in E(X). Rac¢unajmo torej

3
E(X) =) iP(X =i) =
=0
20 0 2 1-0
=0-Z41-242-2(1-60)+3.- — =
g Tl 2 g-0+ 3
0 4 40
= — _— — — 1— =
3+3 3+( 0)
7
= - —20. 2.2
3 (2.2)

Kljub temu da za oceno € potrebujemo zgolj prvi moment, se bo kasneje
izkazalo, da je koristno izracunati tudi drugi moment sluc¢ajne spremenljivke X.
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Zapisemo

3
E(X?) =) KP(X =k) =
k=0

20 0 2 1—-6
=0-—+12 - +222(1-0)+3* — =
g Tl gt2g-0+ 3
o 8 8
—§+§—§9+3—39—
17 -1
:7769_ (2.3)

Ker je najboljsa cenilka za E(X) kar X, lahko iz opazanj § ocenimo kot

é:é(;—ﬂz(x)).

Sedaj lahko upostevamo dejstvo, da je

Y—3+0+2+1+3+2+1+0+2+2757§
o 10 10 5’

zaradi Cesar je

.1 /7 8\ T 4 11
f=-(--Z)=2—-2=_"~036T.
(3 5) 5% 0.367

S tem je prvi del naloge resen.

2.2 Nepristranskost cenilke in standardna napaka
Spomnimo se definicije nepristranskosti.
Definicija 2.2. Naj bo X slucajna spremenljiva in § = h(X) cenilka za y.
Pristranskost cenilke § za y je Biase(§ | y) = E(§) —y = E(g — y).

Ko smo definirali pristranskost cenilke, je naslednja definicija intuitivna.
Definicija 2.3. Cenilka § za y je nepristranska, ¢e za vsak 6 € © velja, da je
Biasg (3 | y) = 0.

Za nepristranske cenilke velja tudi, da se njihova standardna napaka izraza
kar z varianco cenilke. Naj bo ¢ nepristranska cenilka za y. Tedaj vrednosti

SE = +/var(9)
pravimo standardna napaka.

Pokazati moramo torej, da je Bias(f | ) = 0 in izracunati var(d). Najprej
se lotimo nepristranskosti. Ra¢unamo

B@) =E(L-1x)=I_lg(Xit ot
6 2 6 2 ”
in

2n:

?

E(X),

(SN
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kjer smo upostevali linearnost pri¢akovane vrednosti. Ker so spremenljivke X;
realizacije iste porazdelitve so vsi X; enako porazdeljeni, njihova pricakovana
vrednost pa je po enacbi 2.2 enaka % — 20. 1z enake porazdelitve sledi, da se n
v zgornji enachi krajsa in ostane le

Ko to vstavimo v definicijo nepristranskosti sledi, da je
Bias(d) = E(0) —0 =0 —60 =0,

torej je cenilka za 6 res nepristranska. Za standardno napako potrebujemo
varianco cenilke, zato najprej poglejmo naslednjo trditev.

Trditev 2.4. Naj bodo X1, Xa, ..., X, neodvisne in enako porazdeljene slucajne
spremenljivke in oznacimo X = %Z?:l X;, tedaj velja

var(X) = %V&I’(Xl).

Dokaz. Racunamo

- y 1 =
var(X) = var (n ZX,) = g var ( Xi> =
i=1 i=1
n
2

1 1
2 ;V&I’(Xi) = n—var(Xl) = Evar(Xl),

kjer smo upostevali enako porazdeljenost in formulo za varianco vsote. Iz neod-
visnosti sledi, da so kovariance med X; in X; enake nic. O

Racunajmo sedaj

A 7T 1= 1 - 1
var(f) = var (6 — 2X> = Zvar(X) = var(X),

kjer smo spet upostevali formulo za varianco vsote ter zgornjo trditev. Vidimo,
da je dovolj torej poznati var(X), zato iz enacb 2.2 in 2.3 dobimo, da je

(E(X?) — E(X)?) = [17_169 - (7 - 29)21 .

é = —
var(6) in |~ 30 3

1
an
V nasem primeru upostevamo oceno za € in to, da imamo 10 opazanj, da dobimo,
da je
2 + 360 — 3662 B

360 N

izraCunana vrednost za SE(@A)2 pa je potem priblizno 0.02877.

var(f) = SE(6)?,
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Na tej tocki se splaca omeniti, da cenilke po metodi momentov niso vedno ne-
pristranske. Ce so X; ~ Exp()) in so dodatno med sabo sluc¢ajne spremenljivke
neodvisne, velja

1
E(X)=—,
(X) =5
torej je cenilka za A po metodi momentov kar
1

5\::.
X

Sedaj lahko racunamo se E (Y_l). V ta namen oznac¢imo S = X1 + Xo+---+

X, ker pa je vsota n neodvisnih geometrijskih porazdelitev, je porazdeljena S ~
I'(n, A\), kar je splosno znano dejstvo iz verjetnosti. Tedaj je zaradi linearnosti

(3)-w(3).

kar pa izracunamo po definiciji kot

1 1A\ X AT e
E(Z :/ - Sn_1€_>\6 ds = / Sn—Qe—/\s ds
S o sI(n) I'(n) Jo
AT T(n—-1) A

" T'(n) At -1

E(1>:M\,
X n—1

kar pa pokaze, da to ni nepristranska cenilka za A. V resnici je vzrok linear-
nost pricakovane vrednosti. Zgornji primer pokaze, da nelinearne transformacije
pokvarijo nepristranskost, medtem ko linearne transformacije ohranjajo nepri-
stranskost. Zadosten odgovor glede nepristranskosti cenilke 6 bi lahko bil tudi,
da je ta linearno transformacija prvega momenta, zato je nepristranska.

Kljub temu pa so cenilke po metodi momentov z dodatkom relativno Sibke
predpostavke neodvisnosti dosledne. Seveda morajo tudi momenti, s katerimi
racunamo, obstajati. Doslednosti pomeni, da cenilke ,, konvergirajo v porazde-
litvi proti dejanski vrednosti y, ko posljemo n proti neskonéno. To dejstvo sledi
iz zakona velikih Stevil (izrek 1.1), saj ta zagotovi konvergenco v porazdelitvi
proti pravi vrednosti. Seveda to vse nujno velja pod pogoje, da uporabimo pravi
model za cenitev. Ce bomo za cenitev u uporabljali E(X?) +3, gotovo ne bomo
dobili najboljsih moznih rezultatov. Kljub temu je pogosto tezko vedeti, kaj je
pravi model, zato se kaj taksnega vselej lahko zgodi.

torej je potem

2.3 Ocena po metodi najvecjega verjetja

Tako kot metoda momentov je tudi metoda najveéjega verjetja pogost nacin
za pridobivanje cenilk. Ideja metode je, da bi radi maksimizirali funkcijo ver-
jetja tako, da bodo opazeni dogodki najbolj verjetni. Spodnja slika prikazuje
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kako premikamo parameter verjetnostne funkcije tako, da se najbolje prilega
podatkom.

0.40

— u=136
0.35 — H=236
=336 (MNV)
0.30 e data

-2 0 2 4 6 8

Slika 10: Graficni prikaz metode najvecCjega verjetja

Zgornja slika prikazuje iskanje cenilk po metodi najvecjega verjetja. Na ab-
scisni osi imamo oznacene tocke, nad njimi pa narisane porazdelitvene funkcije
pri razliénih parametrih. Med vsemi moznostmi is¢emo tudi vrednost parame-
trov, da bo verjetnost opazanja oznacenih tock ¢im vecéja. V zgornjem primeru
je to porazdelitev, ki ima u = 3.36, enako idejo pa lahko uporabimo tudi za vec
parametrov. Sedaj ko imamo boljse razumevanje metode najvecjega verjetja,
navedimo ustrezne definicije.

Definicija 2.5. Verjetje je verjetnostna funkcija ali gostota opazanja, ki jo
gledamo kot funkcijo parametra modela. Naj opazanje zavzame vrednosti v
neki mnozici A. neodvisno od parametra . Naj za diskretne spremenljivke
velja, da je A Stevna in je verjetje L(f | X) = P(X = z) > 0. V primeru
zveznih spremenljivk denimo, da je A odprta podmnozica R™ in je verjetje
L0 X)=fx(xz|0)>0zavsak z € A.

Cenilka § = h(X) za 6 po metodi najvedjega verjetja je tista, pri kateri
L(6 | X) pri vsakem z € A doseze maksimum pri § = h(zx).

Poglejmo si, kako ocenimo 6 po metodi najvecjega verjetja v nasem primeru.
Splosno verjetje je funkcija

kjer n; oznacuje Stevilo pojavitev izida i. Iz nasih opazanj dobimo, da je
20\* [0\ (21— 0)\" [1-0)"
L) =|~— - ( ) .
3 3 3 3
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Ker bomo funkcijo L(#) maksimizirali, je dovolj, da gledamo
L(0) = 0*(1 —6)%,

saj konstante ne vplivajo na polozaj maksimuma, zgolj na njegovo vrednost.
Kot se spomnimo iz vaj pri tem predmetu, je pogosto enostavneje, da namesto
funkcije L(6) maksimiziramo funkcijo

[(6) = In(L(6)),

saj nam s tem produkti preidejo v vsote, eksponenti pa postanejo koeficienti,
nismo pa vplivali na ekstreme, saj je logaritem strogo narascajoca funkcija.
Zapisemo lahko torej

1(0) = In(L()) = In(6*(1 — 6)%) = 41n(h) + 61n(1 — 6),
kar potem odvajamo in dobimo

o 4 6

W9 16
Is¢emo maksimum funkcije {(#), zato odvod ena¢imo z ni¢ in izra¢unamo ustre-
zen 6: 4 6 9
- —— = 4(1—-6) =060 0=—.
7 19 0 = 4( ) =60 — E
Pokazimo Se, da funkcija [(), in s tem tudi L(6), res doseZe maksimum pri tej
vrednosti 6. Drugi odvod funkcije [ se glasi
0%l 4 6

202 62 (1-6)2

Drugi odvod je povsod negativen, zato je pri 0 = % res dosezen maksimum.
Vidimo tudi, da sta oceni po metodi momentov in metodi najvecjega verjetja

blizu, kar je pricakovano, saj bi se sicer vprasali o pravilnosti metod.

2.4 Nepristranskost cenilke in ocena napake

Podobno kot smo to storili pri metodi momentov, lahko tudi sedaj utemeljimo
nepristranskost in ocenimo standardno napako. V namen ocene nepristranskosti
zapisemo

L(g) — 0n0+n1(1 _ 9)n2+n37
kjer n; spet oznacuje Stevilo opazanj dolodenega izida. Za I(0) potem zapiSemo
1(0) = (ng + n1) In(8) + (n2 + n3) In(6),
za odvod pa zapiSemo

gin0+n+1in2+n3
00 0 1-60°
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Ponovno odvod enac¢imo z ni¢ in dobimo
ng — 7’L09 +ny — n10 = (TLQ + ng)ﬁ,

torej je
é _ no + n1 _ no + ny
ng +ni1 + no +n3 n
Ko vstavimo nasa opazanja, se to sklada z ugotovitvijo prejsnjega podpoglavja,
utemeljitev, da je to maksimum pa je enaka kot pri zgornjem primeru. Zaradi
zgornje enacbe smemo zapisati

(2.4)

A ng+n 1
E(f) =E <01) = “E(ng +n1).
n n
Spremenljivka ng meri Stevilo nicel pri n realizacijah spremenljivke, zato je po-
razdeljena kot n ~ Bin(n, 23—9), po istem argumentu pa je tudi n; porazdeljen
ny ~ Bin(n, %) Za binomsko porazdelitev Bin(n,p) vemo, da je njena pricako-
vana vrednost kar np, varianca pa je nf(1 — ). Zaradi tega je

2nf . no
]E(n()) == T m ]E(nl) = ?
Sledi potem, da je
A 1 /2n6 nb
EH=—|—+—=]=80
0 =1 ( 0 ) ,

in zato

Bias(d) =E(d) —0=0—60 =0,

torej je tudi ta cenila nepristranska. Poglejmo si Se standardno napako cenilke.
Zaradi nepristranskosti moramo izrac¢unati le var(d). Zaradi binomske poraz-
delitve tako ng kot tudi n1, je nujna vsota porazdeljena Bin(n, §), zaradi ¢esar

lahko zapisemo

N ng+n 1
var(f) = var <Onl> = ﬁ(var(no) + var(ny)) =
1 0(1—6)
ﬁnH(l —0) == (2.5)
Tedaj lahko upostevamo oceno za 6 in dobimo, da je
. 21 -2
var(&) — M — i7
10 250

torej je 6
)2
SE(0)° = 260 — 0.0231.

Podobno kot cenilke po metodi momentov, tudi cenilke po metodi najveéjega
verjetna niso nujno nepristranske. Pod dolo¢enimi regularnimi pogoji imajo
sicer cenilke po MNV dolocene lepe lastnosti. Med drugimi so doslene, torej
velja 0 — 0, hkrati pa so tudi asimptotsko nepristranske, kar pomeni, da

V/n Bias(f | ) — 0.
n—oo
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2.5 Bayesov pogled na 6

V Bayesovi statistiki lahko tudi parametre, kot je recimo 6, obravnavamo kot
sluc¢ajne spremenljivke. Te imajo neko dano apriorno porazdelitev, recimo fg(6).
Ta apriorna porazdelitev je posledica tega, kar vemo o tej slucajni spremenljivki
preden opazimo kakrsnekoli podatke, ki jih oznacimo z X. Tako imajo pri dani
vrednosti slucajne spremenljivke © = 6 opazene vrednosti gostoto fx|e(z | 0).
Skupna gostota X in © je potem

fxe(x,0) = fxje(z|0)fo(0), (2.6)

robno porazdelitev za X pa seveda dobimo kot

fx(@) = / fx.o(r,0)d6 = / fxiole | 0)fo(6).

iz katere dobimo lahko pogojno porazdelitev te spremenljivke glede na opazene
podatke. Izrazimo lahko tudi porazdelitev © pogojno na opazene vrednosti X,
saj je

fxe(,0) = fox(0|z)fx(x),

kar pa pove, da je

ferx(6 | ) =220
fxje(@]0)fe(0)

~ [ Ixe(@]6)fe()dd

Tej porazdelitvi pravimo aposteriorna porazdelitev, saj je to porazdelitev, ki
smo jo dobili potem, ko smo ze opazili neke vrednosti X, iz katerih dobimo
informacije o ©. Enacba 2.6 bo torej kljucna pri nalogi. Dolociti moramo
aposteriorno porazdelitev za © glede na opazanja X;.

Vredno je omeniti, da zgoraj napisano velja sicer v primeru zveznih sluc¢ajnih
spremenljivk, a so formule enake, ¢e imamo opravka z diskretnimi slu¢ajnimi
spremenljivkami.

Denimo torej, da je apriorna porazdelitev © dana kot © ~ U(0, 1). To seveda
pomeni, da je

(2.7)

1, 0<6<1,
fe(0) = { . =10,1)(0)
0; sicer

upostevajo¢ formulo iz enacbe 2.7, pa je

el | 9)/e()
Joix(O @) = 5 10 fo @) b 28)

Potrebujemo torej pogojno verjetje opazenih vrednosti X, glede na vrednost ©.
Velja

n

L(0) = fxje(z | 0) = [[ P(Xi = ky), (2.9)

i=1
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kjer je n = 10 in smo s k; oznagcili vrednost, ki smo jo opazili pri i-ti pojavitvi
spremenljivke X, torej X;. Za ta produkt vemo ze, da je
L(0) = 0*(1 —6)°,

kjer smo podobno kot zgoraj zanemarili konstantne faktorje, ki se v tem primeru
iznicijo z imenovalcem v izrazu 2.8. Torej smo pokazali, da je

Jox (6] 2) =6%(1 — 010 1) (0) [ | -0 de] i

=0*(1—60)%1(0,1)(0) [/01 6*(1 —0)° d&]

Izraz v zgornjem izrazu prepoznamo kot B funkcija. Splosna oznaka je namrec

B(a, 8) = /01 u* (1 —u)?Ldu,

zato desni faktor prepoznamo kot B(5, 7). Dalje opazimo Se, da se zgoraj ponovi
enaka oblika, kar je ravno definicija beta porazdelitve.

Definicija 2.6. Naj bo X zvezna slucajna spremenljivka, ki ima gostoto

fX(l') = ﬁmail(lil’)ﬁila << 17
0, sicer,

tedaj pravimo, da ima X beta porazdelitev s parametroma « in  in oznac¢imo

X ~ B(a, B).

Ko primerjamo definicijo beta porazdelitve z izrazom za fg x (0 | ), ki smo
ga dobili, vidimo, da je aposteriorna porazdelitev © glede na opazene vredno-
sti X ravno B(5,7). Ker Zelimo oceniti 6, poglejmo pric¢akovano vrednost in
modus za aposteriorno porazdeljeno O, ki obe lahko sluzita za oceno 6. Po-
jem pri¢akovane vrednosti nam je dobro znan Ze iz verjetnosti, manj znan pa
je pojem modusa za zvezno porazdeljene slucajne spremenljivke, zato navedimo
definicijo.

Definicija 2.7. Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka za go-
stoto fx(z). Modus je potem tista vrednost x, kjer ima gostota fx (z) lokalni
maksimum. Ce ima gostota ve¢ lokalnih maksimumov, je vsak izmed teh ma-
ksimumov en modus.

Naslednji trditvi dolocata, kaj sta modus in mediana za slucajno spremen-
ljivko X ~ B(«, B).

Trditev 2.8. Naj bo X ~ B(a, 8). Tedaj je njena pricakovana vrednost

o
E(X) = ,
(X) a+p
za o, B > 1 pa je njen modus
a—1
a+p—-2



Dokaz. Pokazimo najprej izraz za pricakovano vrednost. Po definiciji pricako-
vane vrednosti je

E(X) :/xfx(x) dx = ﬁ /000 zx® (1 —z)P Vda

(

1 Ooxa — ) N dx
g, =49
~ B(a+1,p)
- B(a,8)
Ker je
J by - COTE)
P To+a)
je potem

Bla+1,8) T(a+1)IT(B) T'(a+p)

B(a, §) Ma+p+1) T(@I(B)

Dalje ker je
INa+1)=al(a),

je potem tudi
a4+ p+1)=(a+ B (a+p),

zato je
al' ()T (a+ p) !

E(X) = @+ AT (a+p8) a+p

Za dokaz modusa pa moramo poiskati maksimum funkcije

glz) =271 —2)"Y

saj konstanten faktor jasno ne vpliva na polozaj maksimuma, zgolj na njegovo
vrednost. Podobno kot pri funkcijah verjetja, je tudi tukaj racun lazji, ¢e iS¢emo
maksimum logaritma funkcije g. Torej

l(z) =ln(g9(x)) = (a = 1) In(z) + (8 — 1) In(1 — z).

Funkcijo I(z) odvajamo in dobimo

, _a—l_ﬁ—l

Z(I)_ T 1_xa

ter 1 51
" 704* . B

) = x? (1—x)?

Pri iskanju maksimuma odvod ena¢imo z 0 in dobimo

a—1 B-—1
x  1—-z’
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iz Cesar izracunamo, da mora biti

a—1
a+pB-2
To je res maksimum, saj velja
-1 g—1
V(z) =2~ <0
(@) x2 (1—x)?

za vse x, ker sta « in 8 oba vecja od 1. Torej je v tem primeru modus res
a—1
at+p—2
O

Sedaj lahko za © | X ~ B(5,7) izratunamo modus in pri¢akovano vrednost.
Dobimo

5 5
E X)=——=—=041
(©1X) 547 12 0.417,
za modus pa dobimo
5—-1 4
Modus = =—=04
T T2 10

Apriorna in aposteriorna porazdelitev © | X
1]

m— Betala=58=7)
u(o, 1)

—= fe]=0.417

== Modus = 0.400

=
w

Gostota

1.0 1

0.5

0.0 1

-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150
X

Slika 11: Apriorna in aposteriorna porazdelitev ©.

2.6 Spremenljena apriorna porazdelitev
Vpeljimo sedaj parametrizacijo

© =sin’®
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in poglejmo kako bi sedaj ocenili najprej ¢, nato pa se . Ravnamo podobno kot
v prej$nji tocki. Naloga pravi, da je ® apriorno porazdeljen kot ® ~ U(0,w/2),
kar pomeni, da je

1; 0<o<m/2

=1onr .
0; sicer ©, /2)(¢)

fa(9) {

Ko upostevamo formulo iz enacbe 2.6, dobimo, da je

 Ixje(@ | 9)fa(9)
Joix(@19) = 5 T o) fo() o (2.10)

Is¢emo torej fxjo(x | ¢), kar pa dobimo preko funkcije verjetja, ki smo jo
uporabljali pri zgornjih podpoglavjih. Funkcija verjetja je tedaj

L(6(¢)) = 6" (1 - 0)°,
ko pa upostevamo, da je # = sin? ¢ in 1 — 0 = cos? ¢, dobimo, da je

f<1>|X(¢ | ) = Sin8(¢) COSH(‘ZS),

kjer smo ponovno konstante lahko zanemarili iz enakih razlogov kot prej. Za
izracun izraza (2.10) dalje upostevamo, da je fo(¢) konstantna funkcija, saj je
zgolj indikator. Prav tako lahko tudi izracunamo imenovalec

/2
/ sin® () cos?() dg,
0

ki pa se integrira v neko konstanto. Pokazali smo torej, da je fo|x(¢ | z)
zgolj skalirana funkcija verjetja. Ker navodila zahtevajo, da ocenimo modus in
mediano, poglejmo najprej njen modus.

Is¢emo torej ekstrem funkcije, ki pa bo zaradi dejstva, da konstante na vpli-
vajo ne polozaj ekstrema, zgolj na vrednost, kar enak ekstremu funkcije verjetja.
Funkeijo L(6(¢)) lahko torej logaritmiramo in ra¢unamo

I=InL =1(¢) =8ln(sin¢p) + 121n(cos ¢).
Funkcijo odvajamo in dobimo
I'(¢) = 8cot ¢ — 12tan ¢,

kar enac¢imo z 0, kar pove, da je

8 2
tan?(¢) = — = =.
an’(¢) = 5 =3
Upostevajo¢, da je
. 9 tan? x
sin“ x = >
1+ tan“x



dobimo, da je

2/3 2

sin? ¢ = L = -,

5/3 5
kar je Ze kar ocena tudi za 6. Videli smo torej, da se v tem primeru rezultat
ne spremeni, saj smo maksimizirali isto funkcijo kot pri zgornjih podpoglavjih.
Rezultat je torej

Modus = 0.4.

Za izracun pricakovane vrednosti si tokrat ne moremo pomagati z beta po-
razdelitvijo, pac¢ pa jo izra¢unamo numeri¢no. Ra¢unamo

R /2
b= [ tux(o|2)do,
0
kar pove, da je q§ ~ 0.6898, za 6 pa dobimo ocenimo 6 ~ 0.4050.

Apriorna in aposteriorna porazdelitev @ | X

== Posterioma @ | X
ulo, n/2)

- = Ho|x]1=0.690

—=— Modus = 0.685

2.54

2.09

151

Gostota

1.0

0.5

0.0

T T T
-0.25 0.00 0.25

Slika 12: Apriorna in aposteriorna porazdelitev za ®

2.7 Drugacen pogled na prejsnjo nalogo
Poglejmo si sedaj se drugacen primer. Denimo spet, da je
O = sin?(®),

kjer je ® ~ U(0,5). Ponovno kot v prejsnjem podpoglavju nas spet zanima
aposteriorna porazdelitev ©, ocena za #, dodatno pa moramo najprej ugotoviti
Se apriorno porazdelitev ©. V ta namen se spomnimo transformacijske formule.
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Izrek 2.9 (Transformacijska formula). Naj bo X slucajna spremenljivka z go-
stoto fx(xz) ter naj bo P(X € U) = 1 za neko odprto mnoZico U. Naj bo
Y =U(X), V odprta mnoZica in ¥ : U — V zvezno odvedljiva bijekcija. Potem
je P(Y € V) =1 in velja

fr(y) = Fx (7)) - [Ju-1(y)l-
Uporabimo zgornji izrek v nasem primeru. Za mnozico U = (0, 1) seveda

velja, da je P(® € U) = 1, zaradi enakomerne porazdelitve pa je gostota ®

I, 0<p<3g, 2

falp) = { = —Lo,5)(¥)-

0; sicer
Funkcija ¥ je v tem primeru definirana kot () = sin?(yp), zato je tudi V =
(0,1), njen inverz pa je ¥~1() = arcsin(v/#). Izra¢unajmo $e odvod inverza:

1
2V/0V1—6

Po transformacijski formuli potem velja:

fo(0) =fa (arcsin (\/5))

(T=H(0)) =

1
201 -0
2 ' !
= Lo (aresin (V) gy

Ker za 6 € (0,1) vrednost arcsin(v/f) vedno lezi na intervalu (0, %), je indika-
torska funkcija vedno 1, zato je gostota © kar
1

oVl —0
Tako smo dolo¢ili apriorno porazdelitev za ©, ki pa ni enakomerno porazdeljena.
Velja, da je apriorno © ~ B(%, %) Naslednji koraki so zelo podobni kot v
predprejsnjem podpoglavju. Gostota fxjeo(z | 0) je enaka, saj so opazanja
enaka, spremeni se zgolj fo(6). Tako ra¢unamo
__Ixje(@]6)fe(0)

[ Ixje(z | 0)fe(6) do

fe(0) =

foix (0| x)

] ]
CmVVI=0 Lo nVoVT—0
—07/2(1 - 0)1/2. [/0197/20 S de]

—1

Zgornji izraz pove, da je © | X spet porazdeljen z beta porazdelitvijo. Natanc-

neje je aposteriona porazdelitev © kar B(%, %) Za tako porazdelitev izracu-
namo Se pricakovano vrednost in modus
9
E©|X) =521 :3z0.409,
3 +3 22
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za modus pa dobimo

-1 7
Modus = W = TS =~ 0389,

kar izstopa po temu, da je vrednost manjsa od 0.4.

Aﬁ,riorna in aposteriorna porazdelitev © | X pri sinusni parametrizaciji

—
: : = Betala=4.5,§=6.5)
11 Betala=0.5, =0.5)
11
301 11 -— £e]=0.409
: : == Modus = 0.389
2.5 11
11
11
11
] 11
L 20 hil
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Slika 13: Apriorna in aposteriorna porazdelitev pri dani parametrizaciji

Vredno je omeniti, da sem do taksne naloge prisel zgolj zaradi svojega ne-
pazljivega branja navodil. Napako sem pri pregledu naloge odkril in dopisal
prejsnje poglavje, tega pa sem vkljucil zgolj zaradi zanimivih rezultatov, pove-
zanih z beta porazdelitvijo in pa dejstva, da so rezultati vendarle blizu ostalih
vrednosti. Poleg tega se mi zdi tudi tak pogled na cenitev © zanimiv. Razlika
je zgolj, da smo izracunali apriorno porazdelitev s pomocjo transformacijske
formule, nato pa smo nadaljevali kot v prvem Bayesovem primeru.

2.8 Povzetek druge naloge

Na tem mestu povzemimo Se rezultate te naloge s spodnjo tabelo.
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Metoda Apriorno Ocena za 6

Momentov - 0.367
Najvecje verjetje - 0.400
Bayesova (pricakovana vrednost)  Enakomeren 0.417
Bayesova (modus) Enakomeren 0.400
Bayesova (pri¢akovana vrednost) Ocena preko ¢ 0.405
Bayesova (modus) Ocena preko ¢ 0.400
Bayesova (pri¢akovana vrednost) Sinusni 0.409
Bayesova (modus) Sinusni 0.389

Tabela 6: Primerjava razlicnih ocen parametra 6.

Vidimo, da se vse ocene gibljejo okoli enakih vrednosti, kar je zanimivo,
saj so ocene pridobljene na popolnoma razlicne nacine. Izstopa tudi dejstvo,
da se ocene po modusu za prvi dve Baysovi metodi ujemata tudi z oceno po
MNYV, medtem ko sta oceni preko pri¢akovane vrednosti sicer precej blizu, a
vendar ne enaki. Ujemanje z MNV je posledica dejstva, da konstantne apriorne
porazdelitve vodijo do tega, da je modus, torej maksimum apriorne porazdelitve,
kar enak ekstremu, ki smo ga izracunali pri metodi najvecjega verjetja. Primer,
kjer temu ni tako, je zadnji Baysov primer. Tedaj je © apriorno porazdeljen
z beta porazdelitvijo, zaradi cesar se spremeni modus, ki sedaj ni ve¢ enak
kot ocena po MNV. Pri izracunih za pricakovano vrednost pa temu ni tako.
Tam je namrec rezultat precej odvisen od tega, kaksna je apriorna porazdelitev,
cetudi je ta konstantna, saj to vpliva na vrednost integrala. Poleg tega zanimivo
izstopa tudi to, da je ocena po metodi momentov edina ocena, ki je manjsa od
0.4. Vsekakor bi si pa upal trditi, da je dobra ocena za 6 res okoli 0.4, saj tako
kazejo prav vse metode, ki smo jih uporabili.

Preko svojega nepazljivega branja pa sem uspel ugotoviti tudi, da vrstni red
ocenjevanja igra vlogo pri konc¢ni vrednosti. Razlika med vrednostim je priso-
tna pri obeh ocenah, ko primerjamo metodo, ko najprej ocenimo aposteriorno
porazdelitev za ¢, nato pa iz tega ocenimo 6, z metodo ko preko apriorne poraz-
delitve za ¢ pridemo do apriorne porazdelitve za # in potem ocenimo modus in
mediano. Pri temu se tudi pokvari lepota metod, ki je v prejsnjih podnalogah
ohranjala enako vrednost za moduse. Vsekakor zanimiva opazka.

2.9 Izboljsave in komentarji k drugi nalogi

Nekaj komentarjev smo navedli ze tekom poglavja, a je kljub temu vredno ome-
niti dolocene opazke. Pri racunu standardne napake (SE), smo si lahko precej
pomagali s tem, da je bilo potrebno zgolj izracunati varianco. To smo smeli
storiti, saj sta bili cenilki za obe metodi nepristranski, za taksni cenilki pa smo
definirali standardno napako. Tega bi se lahko verjetno lotili tudi preko Fi-
sherjeve informacije, kot smo to poceli na vajah. Fisherjevo informacijo smo
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izracunali kot

FI(0) =E

(5] -+ 755

Poleg tega asimptoticno velja Rao-Cramerjeva ocena, ki za nepristransko cenilko
pravi, da je
A 1
SE? = var() > ——.
var(0) > FI(6)
Tedaj za dovolj regularne modele in cenilke po MNV velja, da 6 — 6in E(é) — 0,
zato lahko pridobimo oceno za standardno napako kot

SE? ~ E((6— 6)?) ~ %@

Ce bi imeli opravka z ve¢dimenzionalnimi cenilkami, bi ustrezno definirali Fi-
sherjevo informacijo na naslednji na¢in. Ce je § € R? in nas zanima karakte-
ristika € = h(#) po MNV, je £ = h(0) cenilka po MVN. Tedaj je Fisherjeva
informacija matrika mesanih drugih odvodov, oceno za standardno napako ob
nepristranskosti f pa dobimo kot

SE? = var(§) > VA(6)T FI"1()Vh(h).

Dalje se splaca zgolj omeniti, zakaj je smiselno izbrati modus in mediano kot
cenilko za 6 pri resevanju naloge ob dani apriorni porazdelitvi. Velja namrec, da
sta tako modus in mediana meri za centralno tendenco, medtem ko sta IQR in
standardni odklon meri razprsenosti. Iz enacbe (2.2) vidimo, da je pricakovana
vrednost linearna v #, zato je izbor mer centralne tendence smiseln tudi za
cenilke za 6.
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3 Tretja naloga

Naloga od nas zahteva, da moramo oceniti u¢inek dodajanja vitamina C na dol-
zino odontoblastov, torej celic, ki tvorijo dentin. Podatki, ki jih imamo na voljo,
so dolzina odontoblastov glede na koli¢ino dodanega vitamina C. Ti se nahajajo
v datoteki Zobje.csv. Datoteka vsebuje stolpce Dolzina, Nacin in Kolicina.
V stolpcu Dolzina imamo navedene izmerjene dolzine odontoblastov, kar bo
iskana spremenljivka. Stolpec Nacin vsebuje podatke o tem, na kaksen nacin
smo dodajali vitamin C, bodisi z askorbinsko kislino, kar ustreza oznaki VC,
bodisi s pomaran¢nim sokom, kar je zakodirano z oznako OJ. Zadnji stolpec,
torej Kolicina, vsebuje podatke o koli¢ini dodatkov vitamina C. Za predstavo
si najprej vizualiziramo podatke, ki smo jih dobili.

Dolzina odontoblastov glede na dodatek vitamina C
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Slika 14: Dolzina odontoblastov glede na dodan vitamin C

Ze oblika podatkov, ki je vidna na sliki 14, nakazuje, da verjetno obstaja
povezava med dodanim vitaminom C in pa dolZino odontoblastov. Zgornji sklep
lahko dodatno utemeljimo, ¢e pogledamo graf na sliki 15. Vidimo namre¢, da
dozine narascajo in se skatle prakti¢no ne prekrivajo, kar nakazuje na odvisnost
dolzine od koli¢ine dodanega vitamina C. Poglejmo si, kako bi to trditev tudi
resni¢no pokazali. Najbolj enostaven preizkus, ki ga lahko naredimo, je, da
na osnovi podatkov s pomocjo linearne regresije ocenimo premico, ki se bo
podatkom najbolje prilegala.
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Dolzina odontoblastov glede na koli¢ino vitamina C
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Slika 15: Skatle z brki za koli¢ine dodanega vitamina

3.1 Ocenjevanje z linearno regresijo

Oznac¢imo dolzino odontolastov z y; in koli¢ino dodanega vitamina C z x;. Za
namene resevanja te naloge lahko predpostavimo, da bo ; porazdeljen N (0, c?).
Za regresijski model postavimo

yi = Bo + Prx; + &5,

kar lahko zapisemo tudi v matri¢ni obliki kot

Y1 1 = €1
o NI
: B1
oziroma kar
Y =X3+¢,

za ustrezni matriki Y, X ter vektorja § in €. Oceniti zelimo vektor 3, zato
iS¢emo najboljso nepristransko linearno cenilko za (3, ki jo oznac¢imo kar z (.
Spomnimo se najprej definicije najboljse nepristranske linearne cenilke.

Definicija 3.1. Linearna oziroma afina cenilka za koli¢ino ¢ z vrednostmi v R
na podlagi opazanj Y z vrednostmi v R™ je cenilka oblike

i=9TY +p,
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kjer sta tako ¢y € R™ kot tudi p € R konstanti. Najboljsa nepristranska linearna
cenilka za q je taka nepristranska linearna cenilka ¢, da za poljubno alternativno
nepristransko linearno cenilko @ velja

var(Q) > var(g).

Ker pri linearni regresiji zahtevamo, da se premica opazenim tockam prilega
glede na metodo najmanjsih kvadratov, je najbolj smiselna moznost za [ kar

B=(XTx)"'xTy, (3.1)

saj je to reSitev normalnega sistema pod predpostavko, da je matrika (X7 X)~?
nesingularna. Izrek Gauss-Markova nam zagotavlja, da je to res prava izbira ne
le iz vidika numeri¢ne linearne alrgebre, pa¢ pa tudi z vidika statistike.

Izrek 3.2 (Gauss-Markov). Privzamemo model splosne linearne regresije Y =
XB+e za X € R"P in je matika X polnega ranga, torejranf(X) = p. Za model
naj velja, da je E(e;) = 0, da so €; in ; nekorelirane in Se, da je var(e;) = 0% €
(0,00) za vsak i. Ce je c € R™ konstanten vektor, je

g=c"p
edina najboljsa nepristranska linearna cenikla za q = c* 3.

Dokaz. Ob oznaki V' = Im(X), je matrika X : R? — V linearni izomorfizem,
zato lahko model parametriziramo kar z vektorjem v = X3. Tako za v € V
dobimo model oblike

Y=v+e.

Zaradi Rieszovega reprezentacijskega izreka obstaja tak vektor f € V| da za vse
B eRP, velja cT'B = fTXB = fTv. Ce ponovno oznacimo

b=XA=XX"X)"'X"TY = HY,

je H= X(XTX)71XT ortogonalni projektor na V. Zato velja Hv =vzav € V
in pa H?> = H. Pokazati moramo, da je § = f70 NNLC za g = fTv.

Najprej poglejmo splosne linearne cenilke. Velja, da so linerane cenilke za ¢
oblike Q@ = ¥TY + p, kjer je » € R™ in p € R. Ker smo zacetni model prevedli
na Y = v + ¢, lahko to vstavimo v enacbo in izracunamo pricakovano vrednost
za @ kot

E(Q)=E @ v+¢ e +p) =v v +p.
Ker zahtevamo, da je cenilka nepristranska, mora za vsak v € V' veljati
YT+ p= flo.

V posebnem to velja tudi, ko za v izberemo nicelni vektor, iz ¢esar dobimo, da
mora biti p = 0. Dalje lahko tudi v prvi ¢len vrinemo H. Tako smo dobili

E(Q) =y v =¢"Hv= (Hy) v = fTo,
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saj je H simetri¢na. Enacba pomeni, da mora biti (Hv)Tv = fTv za vse
v € V, kar pa implicira, da je HyY = f. Ker je tudi f € V, je hf = f, zato iz
H(p — f) = 0 sledi, da je n = ¢ — f € ker(H) = V*. Obratno, za poljuben
n € V+tveljaH(f +n) = f, torej je ¢ = f+1n res reditev. Nepristranske linearne
cenilke za g so torej vse tiste, ki so oblike

Q=(f+n"Y,

kjer jen € VL.
Ker zahtevamo sSe, da ima cenilka Se najmanjSo varianco, racunamo

var(Q) = (f +n)" var(Y)(f +1n) =
=a*(f+n)"(f+n)
=o?|If +nl?
= (117 + Inll?),

kjer smo upostevali, da je var(Y) = o2I in da sta f in n pravokotna. Ker
je 02 > 0 je varianca naraiéajoca funkcija v |||, zato je minimalna natanko
takrat, ko je n = 0. Tak minimum je zaradi nenicelnosti enolicen. NNLC za q je
potem § = f1Y = fTHY = fTo = fTXB = CTB. S tem je izrek dokazan. [

Sklep je, da bomo f ocenili kar s formulo v enacbi (3.1), zgornji izrek pa
veleva, da je to res NNLC. Za vsak nacin posebej, torej za dodajanje z askorbin-
sko kislino in s pomaranénim sokom, glede na enac¢bo (3.1) izra¢unamo ustrezno
cenilko za f in rezultata predstavimo na spodnjih grafih. Ker nas zanima tudi,
kako dobro se regresijski premici prilegata danim podatkom, izracunamo Se pov-
precno kvadraticno napako (ang. mean squared error), ki jo ozna¢imo z MSE.
Njeno vrednost dolo¢imo kot

I 5
MSE = =) (Y - Y)?,

n -
=1

kjer je Y vektor vrednosti, ki jih dobimo z uporabo B.
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Slika 16: Regresijske premice za nacine dodajanja

Poglejmo si Se obe premici na istem grafu, da lazje primerjamo razlike v
vplivih glede na nacin dodajanja.

Dolzina odontoblastov glede na dodatek vitamina C
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Slika 17: Primerjava obeh regresijski premic

Iz slike 17 sklepamo, da dodajanje vitamina C vpliva na dolzino odontobla-
stov, saj imata obe regresijski premici znaten naklon. V primeru, da vpliva ne
bi bilo, bi naklon premice to odrazal s tem, da bi bil blizu ni¢le, premica pa
blizu vodoravne premice.

Do sedaj smo ocenjevali vsak nacin zgolj s svojimi podatki. Poskusimo
oceniti regresijsko premico za vse podatke in si poglejmo, kaj nam ta pove o
povezavi med vitaminom C in dolzino. Na grafu 18 vidimo, da premica relativno
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strmo naraséa tudi, ko upostevamo vse podatke in glede na njih prilagodimo
zgolj eno premico.

Dolzina odontoblastov glede na dodatek vitamina C
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Slika 18: Linearna premica, ki se prilega vsem podatkom

Nakloni vseh treh regresijskih premic so torej znatni, kar ni presenetljivo.
Zanimivo se mi zdi, da imata razli¢cna nac¢ina dodajanja opazno razli¢ni zacetni
vrednosti. Iz grafa namre¢ sklepamo, da dodajanje vitamina C s pomarancénim
sokom sprva bolj vpliva na rast odontoblastov kot dodajanje vitamina C s pomo-
¢jo askorbinske kisline. Oranzna premica, ki pripada dodajanju s pomaranc¢nim
sokom, se namre¢ sprva nahaja nad modro premico, ki pripada dodajanju z
askorbinsko kislino. Dodajanje z askorbinsko kislino torej spodbuja vec rasti
odontoblastov, a je sprva ucinek manjsi.

Vrednosti za Sy, 51 in MSE vseh treh premic povzamemo v tabeli 7, iz katere
sklepamo o stevilnih ugotovitvah. Premica, ki se prilega vsem podatkom, slabse
opisuje povezave med koli¢inama, saj je njen MSE vec¢ji od MSE krivulj, ki
modelirajo zgolj svoje pripadajoce podatke. To seveda ni presenetljivo, saj se
tudi premici, ki ustrezata svojem nacinu dodajanja, opazno razlikujeta tako v
zacetni vrednosti kot tudi v naklonu.

Dalje opazimo, da so nakloni vseh treh premic razmeroma veliki, kar naka-
zuje, da dodajanje vitamina C pozitivno vpliva na dolzino odontoblastov.

Konc¢no lahko sklepamo tudi, da sta zaradi razlicnega naklona in zacetnih
vrednostih premic, ki sta modelirani na pripadajoc¢ih podatkih, na¢ina dodajanja
razliéno ucinkovita, kar pa spet ni presenetljiv sklep.

Spomnimo se, da so vrednosti za MSE v spodnji tabeli povprecne kvadrirane
napake. Korenjene vrednosti, torej RMSE, se gibljejo med 3.5 in 4.5, kar pa
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glede na razpon podatkov sploh ni slabo.

Metoda Bo 51 MSE
Askorbinska kislina  3.29  11.72 12.67
Pomaranc¢ni stok 11.55 7.81 18.45
Vsi podatki 742 9776 2047

Tabela 7: Vrednosti parametrov za regresijske premice

3.2 Ocenjevanje s korensko regresijo

V prejsnjem poglavju smo se posvetili ocenjevanju z linearnim regresijskim mo-
delom, ki je najbolj ustrezen za koli¢ine, ki so med sabo linearno odvisne. Tak
model pri koli¢inah, ki so, recimo kvadratno sorazmerne, nikakor ne bo dobro
opisal te povezave. Ker podatki, ki so prikazani na sliki 14, spominjajo na
tocke pri konkavni funkciji, poskusimo s korensko regresijo. Omenimo pa, da
je to vsekakor zgolj ugibanje in iskanje resitve na osnovi ideje, ne pa na osnovi
jasnih kriterijev in algoritmov. Nastavek je identic¢en kot pri linearni regresiji.
Postavimo model

yi = Bo + Biv/xi + €,

ki ga lahko ponovno zapisemo v matri¢ni obliki kot

Y1 1 o €1

Y2 1 2 [50} €2

=1 . + 1.

: : : A :

Yn L an En

Tak model ni ni¢ drugega kot obicajen linearno regresijski model, kjer smo

zaCetne x; transformirali s preslikavo z; — /z;. Ravno zaradi tega, ker enacba

(3.2) ustreza linearnemu modelu za ustrezno transformirane podatke, lahko naj-

boljso nepristransko linearno cenilko iS¢emo na enak nacin, kot smo to poceli v
prejsnjem poglavju. Spet je torej

(3.2)

B=(XTX)"' X"y,

za ustrezna Y in X. Z enakim postopkom kot prej, upostevajo¢ transformacijo
x; — +/x;, dobimo naslednje rezultate.
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Slika 19: Korenske regresijske krivulje na ustreznih podatkih

Za lazjo primerjavo si poglejmo Se obe cenliki na istem grafu, kjer dodatno
narisemo Se krivuljo, ki pripada celotnemu narobu podatkov.
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Slika 20: Preimerjava obeh korenskih krivulj

Vrednosti za [y, f1 in MSE za vse tri korenske krivulje se nahajajo v tabeli

Metoda Bo 51 MSE
Askorbinska kislina -9.55 25.48 11.42
Pomaranc¢ni sok 248 17.48 16.47
Vsi podatki -3.53 2148 18.71

Tabela 8: Vrednosti parametrov za splosno korensko regresijo
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Iz vrednosti MSE v zgornji tabeli vidimo, da se korenske krivulje bolje pri-
legajo podatkom, saj je napaka manjsa pri vseh treh krivuljah, kot je bila pri
linearnih modelih. Kljub temu z modeli nismo zadovoljni. Rezultat za By pri
dodajanju z askorbinsko kislino in pri upostevanju vseh podatkov je negativen,
kar bi implicirano, da je dolzina odontoblastov brez dodanega vitamina C nega-
tivna. To ni smiselno, vrednost mora seveda biti pozitivna, v dobrem modelu pa
bi bila enaka za oba nac¢ina dodajanja. Poskusimo ponovno uporabiti korenski
model, le da odstranimo prosti ¢len. Nastavimo torej

Yi = Biv/ai + €

in si oglejmo rezultate. Podobno kot v zgornjih primerih sta na sliki 21 prikazani
kriulji za vsako skupino, ter dodatno Se krivulja celotne zbirke podatkov, v tabeli
9 pa se nahajajo tudi vrednosti za 8 in MSE za vse tri krivulje.

Metoda Bo 51 MSE
Askorbinska kislina -  16.97 17.99
Pomarancni stok - 19.69 16.91
Vsi podatki - 1833 19.62

Tabela 9: Vrednosti parametrov za korensko regresijo brez f.

Dolzina odontoblastov glede na dodatek vitamina C

] @ Askorbinska kislina
@ Pomarancni sok
—— Askorbinska: y =16.97Vx

30 1

LN N ]

—— Pomaranéni: y =19.69vX

—— Vsi podatki: y= 18.33vVx

o
S

Dolzina odontoblastov
=
7]

10 1

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0
Dodatek C vitamina

Slika 21: Korenske krivulje brez prostega Clena

Iz dane tabele lahko sedaj sklepamo o pravilnosti nasega postopka. Napaka
je prakticno enaka pri zadnjih dveh metodah, torej pri dodajanju pomaranc¢nega
soka in pri upostevanju vseh podatkov, se pa napaka pri dodajanju askorbinske
kisline precej poveca. Kljub temu sem mnenja, da je model brez prostega c¢lena
vsebinsko bolj smiselen od modela, ki implicira negativne dolzine.
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3.3 Logaritemska regresija

Enak agrument kot zgoraj izlo¢i tudi regresijski model oblike

yi = Bo + 1 In(x;) + €5,

saj bi tak model zahteval izredno negativne vrednosti za dolzino celilc, preden bi
sploh dodajali vitamin C, kar spet ni v skladu z resni¢nostjo. Formalna pravil-
nost tega modela sledi iz enakega argumenta kot pravilnost uporabe korenskega
modela: postavljen model je zgolj linearen regresijski model za podatke, ki jih
prej transformiramo z logaritmom.

Kljub temu da imamo tezave pri nicli, si vseeno poglejmo, kako izgledajo
ustrezne krivulje.

Logaritemski model za dolZino odontoblastov

30 4

N
°©

10 1

Dolzina odonteblastov

@ Askorbinska kislina
@® Pomaranéni sok
= Askorbinska kislina: y = 16.96 +13.10In(x)

—101 —— Pomarancni sok: y = 20.66 + 9.25In(x)

—— Vsi podatki: y=18.81 + 11.18In(x)

0.0 0.5 Lo 15 2.0 2.5 30
Dodatek vitamina C

Slika 22: Logaritemski model za dolzino

Metoda Bo 51 MSE
Askorbinska kislina 16.96 13.10 11.08
Pomaranc¢ni sok 20.66 9.25 14.74
Vsi podatki 18.81 11.18 17.52

Tabela 10: Vrednosti parametrov za logaritemsko regresijo.

V tabeli smo lahko preseneceni nad vrednostmi MSE, saj so napake nizje
od tistih, pri korenski regresiji, in hkrati opazno nizje tudi od tistih, ki smo
jih dobili pri linearnih modelih. Dejstvo je po eni strani presenetljivo, saj je
model v smislu napak boljsi, kljub temu da implicira nesmiselne stvari blizu
nicle. Po drugi strani pa smo ze na zacetku opazili obliko, ki je spominjala na
logaritemsko, za katero pa vemo, da je v naravi pogosto prisotna.

Vsekakor smo z razli¢nimi regresijskimi modeli pokazali, da je trditev, da
ve¢ dodanega vitamina C pomeni daljSe odontoblaste, utemeljeno zastavljena.
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Regresija Metoda Bo 51 MSE

Linearna Askorbinska kislina  3.29  11.72  12.67
Linearna Pomarancni sok 11.55 7.81 18.45
Linearna Vsi podatki 7.42 9.76  20.47
Korenska Askorbinska kislina -9.55 25.48 11.42
Korenska Pomaranc¢ni sok 248 1748 16.47
Korenska Vsi podatki -3.63 2148 18.71
Korenska brez fy  Askorbinska kislina - 16.97 17.99
Korenska brez 8y Pomaranc¢ni sok — 19.69 16.91
Korenska brez 5y  Vsi podatki - 18.33 19.62
Logaritemska Askorbinska kislina 16.96 13.10 11.08
Logaritemska Pomaranc¢ni sok 20.66 9.25 14.74
Logaritemska Vsi podatki 18.81 11.18 17.52

Tabela 11: Primerjava parametrov razlicnih regresijskih modelov.

3.4 Testiranje regresijskih modelov s hipotezo

Sedaj zelimo pokazati, da je koeficient 8; v modelu

yi = Bo + iz + &

dovolj velik, da je njena vrednost z dano stopnjo tveganja malo verjetna pod
nicelno hipotezo. Postavimo torej nic¢elno in alternativno hipotezo kot

Hy: 1 =0,
Hl:ﬁl#O.

Vemo 7e, da za Gaussove modele, torej modele, kjer je e ~ N(0,02I), velja, da
je

Z = ﬂ ~ N(0,1)
o4/ var(B)
in da je tudi ,
% ~x%(n —2).

Spremenljivki Z in 62 sta neodvisni, zato iz njiju naredimo kvocient

B — B

t=—F— ~iln2
&4/ var(B1)

Ko torej preizkusamo hipotezo Hy pri stopnji tveganja a, bomo zaradi simetrije
porazdelitve na vsaki strani odrezali /2, torej bomo hipotezo sprejeli, ¢e bo

_tcrit S t S tcrita

49



kjer
o
terit =1 (1 - §)df .

Ostane izracunati zgolj Se vrednost nase statistike in jo primerjati z mejnimi
vrednostmi pri stopnjah tveganja a3 = 0.05 in as = 0.01. Ker imamo 60
meritev in je 8 = [Bo, f1]7, je torej n = 60 in m = 2. Stevilo prostostni stopenj
je potem 58, kar za pomeni, da za «; criti¢cna vrednost statistike £2.0017, pri
ag pa je kriticna vrednost £2.6633. Vrednost statistike izracunamo tako, da v
formulo vstavimo vse opazene vrednost in podatke in dobimo, da je vrednost
nase statistike za tak primer ¢ = 10.2501. To je moc¢no nad obema mejama,
zato zavrnemo nicelno hipotezo Hy : 51 = 0.

Podoben postopek lahko seveda izvedemo za vse ostale regresijske modele in
njihove rezultate zapisemo v spodnjo tabelo.

Statistika Linearni ~ Korenski — Korenski (brez 8y) Logaritemski
Bo 7.4225 -3.5341 - 18.8133
B 9.7636 21.4788 18.3271 11.1773
SE 0.9525 1.9581 0.5338 0.9711
df 58 58 59 58
t-stat. 10.2501 10.9690 34.3316 11.5093
MSE 20.4651 18.7145 19.6154 17.5210
terit.0.05 2.0017 2.0017 2.0010 2.0017
Odlocitev (aq) Zavrni Hy Zavrni Hy Zavrni H Zavrni Hy
terit,0.01 2.6633 2.6633 2.6618 2.6633
Odlocitev (ag) Zavrni Hy Zavrni Hy Zavrni H Zavrni H)

Tabela 12: Rezultati testiranja Hg : 81 = 0 za Stiri regresijske modele.

V tabeli opazimo, da smo zavrnili prav vse nicelne hipoteze, vrednost testne
statistike je pa bistveno vecja od robnih vrednosti. To kaze na dejstvo, da
dodajanje vitamina C gotovo vpliva na dolzino celic, ta sklep pa sedaj ni veé
ugibanje, pa¢ pa smo s hipotezami formalno pokazali, da je ucinek gotov. Kot
zanimivost lahko povemo, da je verjetnost, da studentova porazdelitev s 58
prostostnimi stopnjami, zavzame vrednost manjso od 10 kar

P(Tss < 10) = 0.9999999999999845,

¢e se nisem zmotil pri prestevanju devetic. Res je torej vpliv gotov.

3.5 Kateri nacin je boljsi

V prejsnjem podpoglavju smo pokazali, da dodajanje vitamina C gotovo vpliva
na dolzino odontoblastov, a je pomembno izpostaviti, da pri tem preizkusu ni-
smo locCevali med nacinom dodajanja. Pogosto pa nas zanima tudi to, kater
nacin dodajana je bolsi. Dejstvo, da je dodajanje pozitivno povezano z dolzino
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bi lahko namrec¢ z veliko gotovostjo ugotovili Ze na podalgi prve slike podat-
kov, nekoliko tezje pa bi kljub vsem predstavljenim regresijskim modelom znali
sklepati, kateri nac¢in dodajanja je ucinkovitejsi. Res pa je, da bi lahko pozorni
bralci v prejsnjih podpoglavjih opazili, da je regresijska krivulja za dodajanje s
pomaranc¢nim sokom, torej oranzna krivulja, vedno nad krivuljama, ki sta mo-
delirali tako dodajanje z askorbinsko kislino in obe vrsti dodajanja. Ker je pri
linearnem modelu krivulja za pomaranéni sok bolj polozna od krivulje askorbin-
ske kisline, kar pomeni manjso razliko v dolzini celic, ugibamo, da bo dodajanje
s pomarancnim sokom manj ucinkovito s ¢asom. Poglejmo si Se, kako bi taksno
hipotezo formalno dokazali in pokazali, da je statisticno znacilna.

Idejno bomo nalogo resevali tako, da bomo ustvarili en regresijski model, ki
bo uspel lo¢iti med danimi podatki. Postavimo torej model, ki naj ima obliko

0, askorbinska kislina
Yi = Bo+ Brwi + Yo Di + mDiwi + €, za D; = { ’ .
1, pomarancni sok

kar lahko spet v matri¢ni obliki zapiSemo kot

Y1 Lz Dy D] g, €1
Y2 1 x2 Dy Doxs b1 €9
=, . . . +
: : : : : Yo :
Yn 1 Tn Dn ann N En

Tak nastavek za model ni preseneteljiv. Ce podatke uredimo, da so najprej
vsi podatki z askorbinsko kislino, nato pa podatki za pomaranc¢ni sok, dobimo
bloéno matriko, kjer je desno zgornji blok nicelen. Vidimo da gre res torej
za zdruzevanje dveh regresijskih modelov v enega. Koeficienta [y in [y sta
koeficienta, ki pripadata podaktom za askorbinsko kislino, vrednosti vy in v;
interpretiramo kot popravka, ko v model vklju¢imo se preostale podatke. To
dejstvo nam pove tudi, kaj bosta nasa nicelna in alternativna domena. Defini-
ramo namrec

Hol’yl:O
Hy vy <0,

kjer za H; izbrali tako alternativno domnevo, ker pricakujemo, da bo poma-
rancni sok manj ucinkovit.

Pod sprejemljivo predpostavko, da je e ~ N(0,02I), dobimo, da je B =
(XTX)"2XTY, zato pa je var(f) = 62(XTX) ™!, kjer je 62 = —L (Y;—Y;)2,

n—4 i

saj je sedaj vektor B € R*. Poleg tega vemo tudi, da je pod Hy

P
SE(91)
zato za preverjanje hipotez uporabimo lahko identi¢en postopek kot v prejsnjem

podpoglavju. V formulo vstavimo vse podatke, ki jih imamo na voljo in prido-
bimo naslednje rezultate.

~ tn—47
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Za o1 = 0.05 je kritiéna vrednost t(aq)n—4 = —1.6725. Vrednost nase

statistike je ¢ = —2.3094, kar je manj od kriti¢ne vrednosti. Sledi torej, da
bomo zavrnili nicelno domnevo. Zanimivo pa je, da je za ay = 0.01 kriticna
tocka t(ag)n—4 = —2.3948, kar je manj od vrednosti nase statistike, zato nic¢elne

hipoteze ne moremo zavrniti.
Seveda lahko enak pristop, ki smo ga uporabili pri linearnem modelu, upora-
bimo tudi za ostale predlagane modele. Splosni model z indikatorjem je potem

0, askorbinska kislina
1

v . Y
,  pomaranc¢ni sok

Y = Bo+ Lif(xi) +vDi + i Dif(x:) +ei, D; = {

kjer piSemo f(x) = z za linearni model, f(z) = /x za korenski model in
f(X) = Inz za logaritemski model. Tudi pri teh modelih bo 77 meril razliko pri
naklonu, zato bomo gledali spet

Hy:v =0 proti H;:v <0,
Ocene 3 = (Bo, B1, 40, 41) dobimo z enakim NNLC postopkom kot prej,
f=X"X)7'XTY, X =[1, f(2), D, D f(x)],
testna statistika pa je spet
f=

SE(%1)
Ko vstavimo podatke za vse tri modele, lahko oblikujemo spodnjo tabelo,
v kateri opazimo, da za tri modele lahko zavrnemo H pri a;, nobenega pa ne

moremo zavrniti pri ae. Odgovor na vprasanje o statisticni znacilnosti je torej
odvisen od tega, kaksno stopnjo tveganja predpiSemo.

~ t,_4 pod Hy.

Statistika Linearni Korenski Korenski (brez) Logaritem
Bo 3.2950 -9.5461 - 16.9633
B 11.7157 25.4790 16.9658 13.0997
Ao 8.2550 12.0239 - 3.7000
ol -3.9043 -8.0003 2.7226 -3.8448
SE(¥1) 1.6906 3.4405 1.0157 1.6971
df 56 56 58 56
t-stat. -2.3094 -2.3253 2.6804 -2.2655
MSE 15.5606 13.9455 17.4534 12.9148
thrit,0.05 -1.6725 -1.6725 -1.6716 -1.6725
Pri (aq) Zavrni HO Zavrni HO Ne zavrni HO Zavrni HO
trrit.0.01 -2.3948 -2.3948 -2.3924 -2.3948

Pri (aw) Ne zavrni HO  Ne zavrni HO Ne zavrni HO Ne zavrni HO

Tabela 13: Rezultati testiranja Hy : v = 0 proti Hy : y; > 0.
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3.6 Izboljsave in komentarji k tretji nalogi

Gotovo bi bila naloga bolj zanimiva in informativna, ¢e bi imeli tudi podatke
o kontrolni skupini morskih prasickov. Tako bi lahko tudi nastavili pravilno
vrednost za koeficient 8y v vseh regresijskih modelih, modelirane vrednosti pa
bi potem lahko primerjali tudi z dolzinami odontoblastov v kontrolni skupini.
Poleg tega bi s tem pridobili ve¢ informacij tudi glede skale in velikostnega
razreda uc¢inka. Ce bi bile dolzine v kontrolni skupini recimo 3 enote, bi sklepali
da dodajanje dveh enot vitamina C za faktor 8 poveca dolzino. V vsakem
primeru bi bile te informacije koristne in bi iz njih lahko sklepali se o drugih
lastnostih dodajanja. Zanimiva moznost, ki bi se lahko zgodila, bi bila, da se
vitamin C razli¢no dobro absorbira, glede na dodano koli¢ino. To bi preverili
z modelom, sestavljenim iz dveh linearnih modelov, kjer bi prvi del, torej med
0 in 1 dodano enoto vitamina, opazno hitreje narascal, kar bi kazalo na vecji
vpliv pri nizjih koli¢inah in manjsji vpliv zaradi "nasi¢enosti"pri vecjih koli¢inah.
Tak dvodelni model bi bil tudi bolj prilagoldjiv kot en korenski ali logaritemski,
¢eprav bi bili obliki na videz lahko podobni. Z dvodelnim modelom imamo
namre¢ moznost poljubne strimine na vsakem posameznem odseku.

Dodatno bi pri kontrolni skupini lahko raziskovali uc¢inek placeba pri morskih
prasickih, ki verjetno ne obstaja. Kljub temu je vprasanje, ali tudi druge zivali
dozivljajo placebo oziroma podobne ucinke, zanimivo samo po sebi, ¢eprav ni
matematicno vprasanje.

Poleg dodatka kontrolne skupine bi se lahko drugace lotili tudi preverjanja,
kateri nacin dodajanja je ucinkovitejsi. S trenutno resitvijo smo se uspeli izo-
gniti pretiranemu delu, saj smo na pameten nacin zakodirali lo¢evanje metode
dodajanja. Lahko bi recimo postavili model

Yij =P+ a; + (5j + (aé)ij + €ij,

kje bi oy predstavljal u¢inek dodajanja vitamina, §; bi predstavljal ucinek me-
tode, (ad)i; pa bi uposteval prepletenost obeh. Tedaj bi lahko za ni¢elno hipo-
tezo izbrali Hy : 0oy = dyc in tako preverili, ali sta uc¢inka enaka. Lahko bi
tudi ustvarili tri modele, enega za vsako koli¢ino dodajanja, nato pa bi preverili,
kateri nacin je bolj ustrezen pri dani koli¢ini vitamina C. Lahko bi tudi pogledali
zgolj razliko povprecnih vrednosti obeh nac¢inov in s tem ocenili, kateri nacin v
povprecju vodi v veéje dolzine. Nacinov je seveda veliko, a se mi je zdel tak zvit
model precej zanimiv zaradi kodiranja nac¢ina dodajanja v modelu.

Omenim Se, da bi lahko hipoteze preverjali tudi na drugacen nacin. V do-
datnih zapiskih pod poglavjem o linearni regresiji je predstavljen postopek, kjer
uporabimo razmerje verjeti za potrjevanje oziroma zavracanje hipotez. Ta nacin
temelji na Fisherjevi porazdlitvi s prostostnimi stopnjami vy, vs.

Definicija 3.3. Fisherjeva porazdelitev s prostosnimi stponjami (v1,vs) je po-

razdelitev slucajne spremenljive

Hi /v
Ifg/’l}27

kjer sta Hy ~ x2(v1) in Hy ~ x?(v2) neodvisni sluéajni spremenljivki.
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V preizkusu na mestu H; uporabimo razliko med residuali alternativne in
nicelne hipoteze, za Hs pa zgolj rezidual pri niélni hipotezi. Taksnemu preizkusu
pravimo F-test in je zelo pogost pri preverjanju hipotez.

o4



4 Zakljucek in povzetek

V projektni nalogi za statistiko smo resevali tri naloge. Prva naloga je prever-
jala znanje intervalov zaupanja in vpeljala nov pojem stratificiranega vzorcenja,
kot dodatek enakomernemu slucajnem vzorcenju, ki smo ga spoznali na pre-
davanjih. Videli smo, da stratificirano vzorc¢enje in slucajno vzorcenje vrneta
priblizno enake rezultate, le da so rezultati pri stratificiranem vzorcenju ma-
lenkost manj razprseni. Oba nacina predstavljata dobro vzorcéenje za doloc¢anje
povprecnega dohodka v mestu Kibegrad. Razlog za to se skriva tudi v poraz-
delitvi dohodka znotraj vsake cetrti in pa v razdelitvi populacije v Cetrti same,
saj je porazdelitev priblzno enakomerna v vsaki ¢etrti, odstopanja pa niso preti-
rano velika. Poleg tega smo pokazali, da porazdelitev dohodka v mestu gotovo
ni blizu normalne porazdelitve, zato je potrebno imeti v mislih, da predposta-
vljene lastnosti ve¢inoma ne veljajo.

Pri drugi nalogi smo preko metode momentov in metode najvecjega verjetja
poiskali cenilko za parameter 6 za dano diskretno sluc¢ajno spremenljivko. Ute-
meljili smo nepristranskost obeh tako, da smo izracunali pricakovano vrednost
cenilke in pokazali, da je E(é) = 6 za obe cenilki. Nato smo na parameter 6
pogledali skozi o¢i Bayesove statistike, kjer smo ji najprej dolocili apriorno po-
razdelitev, nato pa na podlagi opazanj temu priredili aposteriorno porazdelitev.
Pri teh racunih smo si precej pomagali z znano beta porazdelitvijo.

V tretji nalogi smo analizirali vpliv dodajanja vitamina C na dolzino odon-
toblastov preko treh regresijskih modelov, nato pa smo na podalgi zavrnjenih
nicelnih domnev pokazali, da koli¢ina dodanega vitamina C gotovo vpliva na
dolzino. Pri tem se konéni rezultat ni spremenil pri razliénih regresijskih mo-
delih, smo pa zaznali razlicne napake pri modelih. Najboljsi model za dane
podatke je bil logaritemski model, ¢e smo modele vrednotili po njihovi MSE.
Tako kot smo pri prvi nalogi predpostavili lastnosti, ki niso veljale, tudi tukaj
model govoto ne bo razlozil zveze pretirano dobro, saj implicira negativne dol-
Zine, ¢e ne bi dodajali vitamina C. Kljub tej pomanjkljivosti se zdi logaritemski
model verjeten zgolj zaradi dejstva, da se logaritemske zveze pogosto pojavljalo
v naravnih pojavih.

Pri resevanju nalog sem si pomagal s spodaj navedenimi viri, Se posebej ko-
risten pa je bil vir [3], s katerim sem si pomagal pri reSevanju druge naloge.
Poleg tega sem uporabljal razliéne knjiznice za Python kot so numpy, pandas,
matplotlib in druge. Pri tem sem seveda veliko uporabljal njihovo dokumen-
tacijo, ki jo tudi spodaj navajam kot vir, a zgolj za dolocene metode. Tekom
naloge sem tudi ogromno prebiral zapiske iz predavanj, vaj in dodatne zapiske,
ki so delo mentorja doc. dr Matrina Raica. Primer uporabe je recimo dokaz
izreka Gauss-Markova, ki sem ga poiskal v dodatnih zapiskih.

Kot Ze omenjeno v zadnjih podpoglavjih vsake naloge, je moznosti za iz-
boljsavo in nadgradnjo veliko. Obstaja veliko testov, ki jih nismo omenjali na
predavanjih, ki bi lahko pomagali pri razumevanju vsebine podatkov in sklepa-
nju o povezavah med njimi. Nekatere razsiritve sem vkljucil v svoje porocilo,
nekatere pa sem zavoljo dolzine in Casa izdelave ter dodatnih poglavjih, ki bi
jih moral napisati, pustil zgolj kot predlog ali misel. Vsekakor pa sem tekom
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pisanja uzival, Se posebej zaradi zavedanja, da so taksne naloge izredno pogoste
in pomembne v danasnejm casu, kjer podjetja vsako odlocitev sprejemajo na
podlagi podatkov in analiz, ne pa na podlagi obc¢utkov in ugibanja.

Okvirno sem vsako nalogo reseval v svoji datoteki v formatu interaktivne
belezke, torej datoteki s formatom .ipynb. To mi je omogocalo pregled nad
delom in pa izvajanje in resevanje naloge po korakih, brez ponovne generacije
velikega Stevila grafov in tabel. Ker je programov in korakov veliko, delno tudi
zaradi lastne zelje po razsiritvi obsega naloge, se mi ne zdi smiselno dodajati
izpisov programov na koncu porocila, vsaj ne v celoti. V naslednji podpoglavjih
S0 izpisani bolj pomembni rezultati programov.

4.1 Del izpisa za prvo nalogo

Slucajni vzorec 400 druzin z vsemi podatki:

Povprecen odhodek v Kibergradu, ce gledamo vzorec 400 nakljucnih dru-
zin: 41511.6675

Standardni odklon v tem primeru: 34467.0421

Ocena za standardno napako povprecja je 1723.3521

Interval zaupanja je 38123.68 <= mu <= 44899.65

Slucajni vzorec 400 druzin brez osamelcev:

Povprecen odhodek v Kibergradu, ce gledamo vzorec 400 nakljucnih dru-
zin brez osamelcev: 36035.575

Standardni odklon v tem primeru: 25186.1333

Ocena za standardno napako povprecja je 1259.3067

Interval zaupanja je 33559.87 <= mu <= 38511.28

Stratificirano vzorecenje 400 druzin z vsemi podatki:

Povprecen dohodek, ce gledamo proporcionalno stratifikacijo: 41553.3561
Ocena za standardno napako povprecja je 1639.0000

Interval zaupanja je 38331.2 <= mu <= 44775.51

Stratificirano vzorcenje 400 druzin brez osamelcev:

Povprecen dohodek, ce gledamo proporcionalno stratifikacijo brez osa-
melcev: 38422.1059 Ocena za standardno napako povprecja je 1237.2373
Interval zaupanja je 35989.79 <= mu <= 40854.42

4.2 Del izpisa za drugo nalogo

Pri drugi nalogi nisem uporavljal programov, razen za risanje grafov in nume-
ri¢no racunanje integralov.
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4.3 Del izpiza za tretjo nalogo

Program pri treji nalogi je izjemno locen glede na posamezne regresijske modele,
zato na tem mestu navedimo zgolj enega izmed izpisov, ki je naslednja tabela.
Ta tabela je enaka kot tabela 12.

Statistika Linearni Korenski ~ Korenski (brez 5y) Logaritemski
Bo 7.4225 -3.5341 - 18.8133
e 9.7636 21.4788 18.3271 11.1773
SE 0.9525 1.9581 0.5338 0.9711
df 58 58 59 58
t-stat. 10.2501 10.9690 34.3316 11.5093
MSE 20.4651 18.7145 19.6154 17.5210
terit.0.05 2.0017 2.0017 2.0010 2.0017
Odlocitev (ay) Zavrni Hy Zavrni Hy Zavrni H Zavrni Hy
terit,0.01 2.6633 2.6633 2.6618 2.6633
Odlocitev (ag) Zavrni Hy Zavrni Hy Zavrni H Zavrni H

Tabela 14: Del izpisa za program pri tretji nalogi
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